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Wiederholung 2. Vorlesung

Trigonometrische Funktionen

/;’(I - ¢ beliebig
cos b

cog ¢4 S = A

@oyJus
4 ,V
z NN/
\ / \ /
-2x _an N ] 3n 27 \ / A » X
2 2 2 - - -noo- n n / s




Wiederholung 2. Vorlesung: Vektoren,...

Der Punkt P hat die Koordinaten (x,,0,z,) - die Linie vom Ursprung zum Punkt P nennt
man auch den Vektor 7
Z AN P
G o s .

Ly Man kann die
5 Koordinatenachsen
durch folgende
: Vektoren
; > x darstellen:

7] = /2% 452+ 2 - 2, = (1.0.0),
,=(0.1,0)
= (0.0.1)

Man schreibt 7 = (x, y, 2).

Ein Vektor hat eine Lange

Nl

und eine Richtung.

!

A,

Vektoren kann man mit normalen
Zahlen multiplizieren

ar = (ax, ay, az).

QN

4

Damit gilt fur einen
beliebigen Vektor 7

Vektoren werden addiert indem
man ihre Komponenten addiert

?1 + 7‘)2 — (.xl + xZ, yl + y2’ Zl + ZZ)'

r=xe.+ye, +2e,



Wiederholung 2. Vorlesung: Bewegung

Betrachte Anderungen von Ort, Geschwindigkeit,... bei kontinuierlich ablaufender Zeit

Ziel der klassischen Mechanik: bestimme 55(t) aus den Bewegungsgleichungen
= V(1) Geschwindigkeit (velocity)
= a(t) Beschleunigung (acceleration)
Mathematik fiir kontinuierliche Anderungen: Differential/Infinitesimalrechnung

Grenzwert: betrachte die Folge von Zahlen

Lol L, ...

Beispiel: 0.9,0.99, 0.999, 0.9999,...
Der Grenzwert dieser Folge ist 1

Formal schreibt man dafiir lim /; = 1
I—00



Wiederholung 2. Vorlesung: Grenzwert - Ableitung

Das Konzept Grenzwert kann auch auf Funktionen angewendet werden

Beispiel: lim tan x = oo

T
X—>2

Betrachte eine kontinuierliche Funktion der Zeit f(?)
Zum Zeitpunkt 7 besitzt die Funktion den Wert /()

Einen kleinen Zeitpunkt spater bezeichnet wir mit 1 + At
Der Funktionswert zu diesem kleinen Zeitpunkt spater lautet /(7 + Ar?)

Die Funktion hat sich im Zeitraum von ¢t nach 1 + A7 um den Betrag
Af = f(t + At) — f(¢) gedndert

. A
Die Rate dieser Anderung ist gegeben durch — (sieht aus wie 6!)

At

Definition: Die Ableitung der Funktion f(7) lautet

YO _ i & i LH 2D 2SO
dt At—»0 At A0 At




Wiederholung 2. Vorlesung: Ableitung

Beispiele:

1. f(¢) = t* damit gilt f( + Af) = (¢ + A1)’ = 1> + 2tAt + At? und somit

df(t 12+ 2tAt + A — 12 2tAt + At?
YO _ i = lim = lim (21 + Af) = 2t
dt At—0 At At—0 At At—0

d.h. die Ableitung von ¢ ist 2t

nn —

1
2. f(t) = t":beachte (a + b)" = a" + na"~'b + )a”_zb2 +....+b"

und somit
df(t "t AL+ L+ AT — 1
ann _ lim = lim (nt" ' 4 ... A7) = nt™!
dt At—0 At At—0
d.h. die Ableitung von " ist nt""!
1
dy ., d1)y  de®  des  _, ¢ (7) ary 1
:3[’, = :O, :52‘, = = —1 e
dt dt dt dt dt dt 12
3. Spezielle Funktionen:
d(sin?) d(cos t) , d(e) - d(logt) 1
= COSt, = —Ssintft, = ¢’, —
dt dt dt dt A



Wiederholung 2. Vorlesung: Rechenregeln fur Ableitungen

1. Ableitung einer Konstanten ¢ mal einer Funktion f(7):

d (cf(r)) IO}

dt dt

2. Ableitung der Summe von zwei Funktionen f(7) und g(?):

d(fO+5®)  dfe , 45
dt dt dt

3. Ableitung des Produktes von zwei Funktionen f(7) und g(?):

d(fng®) dg) df (1)
” _f(t)—dt +g(t)7

4. Kettenregel: ¢ = g(f) und f = f(g)
daf _ df(g) dg@)

dt dg dt
Beispiel: f(f) = log t>? Ansatz: g(f) = > und f(g) = log g
d d dg(t 1 1 3
N f _ df(g) dg() Ll 1o 3

dt dg dt g 13 t



Wiederholung 2. Vorlesung: Bewegung
Zum Zeitpunkt r + At befindet sich der Massenpunkt am Ort
At + Ar) = (x(t+ AD), y(t + AD), z(t + A1)

Der Massenpunkt hat sich von 7 nach 7 + Af um folgende Verschiebung bewegt
Ax = x(t + Ar) — x(¢)
Ay = y(t + At) — y(?)
Az = z(t + A1) — z(1)

Es gilt:
A7 = F(t + At) — 7(t) = (Ax, Ay, A7)

Fiur die Geschwindigkeit gilt

. Ax  dx .
v,=lm-—=—=:Xx
A—»0 At dt
i Y _ @

v, = lim — = — =:
YT Moo AL dr Y
. Az dz .
v,=Ilm —=—=:7
At—0 At dt

Der Geschwindigkeitsvektor lautet
V= (v, ")



Wiederholung 2. Vorlesung: Bewegung

Notation:
1. Statt x,y, z benutzt man oft x; mit x;, = x,x, =y, x5 =2
X:
Damit erhélt man z.B. v, = — = i,
_dr
] L dr .
2. Man schreibt auch v = o =r
t

3. Der Geschwindigkeitsvektor hat den Betrag ‘T}‘ mit

2
e ) 2 2
h‘—%+w+%,
4. Beschleunigung ist die Anderung der Geschwindigkeit

dv, . _ dv . :

a;, = — =7V;, a =—— = v und man schreibt auch
dr U di

. dv 4.

a — — — }"

dt dt?



Wiederholung 2. Vorlesung: Beispiel 1 fur Bewegung

Der Massenpunkt beginnt zum Zeitpunkt ¢ = O sich wie folgt zu bewegen:

x(®) =0, y(0)=0, z(1) = 20) + v(0)r - %gfz

Daraus ergibt sich folgende Geschwindigkeit
v =0, v =0, v()=v0) - gt
Zz /

und folgende Beschleunigung
a()=0,a()=0,a()=-¢g z(©)

Der Wurf




Wiederholung 2. Vorlesung: Beispiel 2 fur Bewegung

Der Massenpunkt beginnt zum Zeitpunkt 1 = 0 in der x-Achse zu oszillieren:
x(1) = sin(wt?) ,

Daraus ergibt sich folgende Geschwindigkeit
v,(f) = w cos(wrt)

und folgende Beschleunigung
a(t) = — w?sin(wt) = — 0*x(?)




Wiederholung 2. Vorlesung: Beispiel 3 fur Bewegung

Der Massenpunkt bewegt sich in der (x, y)- Ebene auf einem Kreis
mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius R:

Zum Zeitpunkt ¢ = O befindet sich der Massenpunkt am Punkt (R,0):
x(t) = R cos(wt)
y(t) = R sin(wt)

Daraus ergibt sich folgende Geschwindigkeit
v.(f) = — oR sin(wr)
vy(t) = wR cos(wt)

und folgende Beschleunigung
a(t) = — w’R cos(wt)

a (1) = — w”R sin(w?)

d.h.d = — 0%



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Wenn man die Ableitung kennt, kann man daraus die Funktion f(7) bestimmen?

dt
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Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Wenn man die Ableitung kennt, kann man daraus die Funktion f(7) bestimmen?

dt

Betrachte eine beliebige Funktion f(7)




Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Betrachten wir erstmal eine scheinbar vollig unterschiedliche Frage?



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Betrachten wir erstmal eine scheinbar voéllig unterschiedliche Frage?

Wie groB ist die Flache unterhalb der Funktion f(7) beginnend
beim Punkt 1 = a und endend beim Punkt t = bH?



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Betrachten wir erstmal eine scheinbar vollig unterschiedliche Frage?

Wie groB ist die Flache unterhalb der Funktion f(7) beginnend
beim Punkt 1 = a und endend beim Punkt t = bH?




Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Um diese Frage zu beantworten teilen wir die Flache in /N kleine Rechtecke
der Breite Az, Héhe f(7) und FlacheAA = f(¥) At auf



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Um diese Frage zu beantworten teilen wir die Flache in /N kleine Rechtecke
der Breite At , Héhe f(7) und FlacheAA = f(¥) At auf
und summieren diese Flachen zur Gesamtflache A auf

A=) flt)At



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Um diese Frage zu beantworten teilen wir die Flache in N kleine Rechtecke
der Breite At , Héhe f(7) und FlacheAA = f(¥) At auf
und summieren diese Flachen zur Gesamtflache A auf

A= Z f(t) At




Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Zum Beispiel N = 3:

A=) ft)At = f(t)At + f(ty) At + f(t3) At




Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Die exakte Flache erhalten wir, wenn wir den Grenzwert At — 0 bilden:

Ar—0

b
= lim Z f)Ar = J f(n)dt




Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Die exakte Flache erhalten wir, wenn wir den Grenzwert At — 0 bilden:

— lim Z f(t) At

Ar—0
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b
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Umkehrung des Ableitens: Integrieren
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b
— lim Z f)Ar = J f(t)dt

Das Integralzeichen ersetzt das Summationszeichen



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Die exakte Flache erhalten wir, wenn wir den Grenzwert A — 0 bilden:

Ar—0

b
= lim Z f)Ar = J f(n)dt

Das Integralzeichen ersetzt das Summationszeichen
Der Grenzwert von At wird mit df bezeichnet



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Die exakte Flache erhalten wir, wenn wir den Grenzwert At — 0 bilden:

Ar—0

b
= lim Z f)Ar = J f(n)dt

Das Integralzeichen ersetzt das Summationszeichen
Der Grenzwert von At wird mit df bezeichnet
Die Funktion f(7) wird als Integrand bezeichnet



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Als Nachstes betrachten wir die Funktion F(7'):

T
F(T) = [ f(dt



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Als Nachstes betrachten wir die Funktion F(7'):
T
F(T) = [f (Ddt
a

Oft schreibt man etwas schlampig

F(1) = [f (n)dt



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung besagt:

dF(1)

@) =7



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung besagt:

_dF()
J@) = 7
T+AT
Beweis: F(T+ AT) = J f(t)dt

a



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung besagt:

_dF(1)
J(®) = —
T+AT
Beweis: F(T+ AT) = J f(t)dt

a
Das bedeutet wir haben ein Rechteck hinzugefligt

F(T + AT) — F(T) = f() AT



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung besagt:

_ dF(9)
J@) = 7
T+AT
Beweis: F(T+ AT) = [ f(t)dt

a
Das bedeutet wir haben ein Rechteck hinzugefligt

F(T+ AT) — F(T) = f() AT

und damit

F(T+ AT) — F(T)
AT

= (0



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung besagt:

_dF()
J() = —
T+AT
Beweis: F(T+ AT) = J f(t)dt

a
Das bedeutet wir haben ein Rechteck hinzugeflgt

F(T + AT) — F(T) = f() AT

und damit

F(T+ AT) — F(T)
AT

= f(®)

Im Grenzfall AT — 0



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung besagt:

_dF(1)
J() = —
T+AT
Beweis: F(T+ AT) = J f(t)dt

a
Das bedeutet wir haben ein Rechteck hinzugefligt

F(T + AT) — F(T) = f() AT

und damit

F(T+ AT) — F(T)
AT

= f(®)

Im Grenzfall AT — 0

. F(T+AT)—-F(T) dF(T) dF(
f(®) = lim = =
AT—0 AT dTl dt

[]



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Kann F(T') eindeutig bestimmt werden?

Nein nur bis auf eine Konstante

Beispiele:

1. f(r) =™



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Kann F(T') eindeutig bestimmt werden?

Nein nur bis auf eine Konstante

Beispiele:
1. f(r) =™
dF(t)
F(t) = [f(f)df S f(0) = — t"



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Kann F(T') eindeutig bestimmt werden?

Nein nur bis auf eine Konstante

Beispiele:
1. f(r) =™
dF(t)
F(t) = [f(t)df S f(0) = — t"

. o dr" 1
Ausprobieren: es gilt 7 = mt™
t



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Kann F(T) eindeutig bestimmt werden?

Nein nur bis auf eine Konstante

Beispiele:

1. f() = 1 o
F(t) = [f(f)df < f(0) = T t"

dr’™

Ausprobieren: es gilt — = mt™ !

dt
dtn+1

damit gilt weiter (m = n + 1) = (n+ )"



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Kann F(T) eindeutig bestimmt werden?

Nein nur bis auf eine Konstante

Beispiele:
1. f(r) =™
dF(t)
F(t) = | f(Hdt < f(1) = o =1"
. o dr™ _1
Ausprobieren: es gilt = = mt"
! dl‘n+1

= (n+ )"

damit gilt weiter (m = n + 1)

tn+1
d<n+1)

Und schliesslich = "
dt




Umkehrung des Ableitens: Integrieren
Kann F(T') eindeutig bestimmt werden?
Nein nur bis auf eine Konstante

Beispiele:
1. f(r) =™
dF(1)
F(t) = [f(f)df S f(0) = — t"

dr’™

Ausprobieren: es gilt = = mt™"!
! dln+1

damit gilt weiter (m = n + 1) =m+ "

tn+1

d ( n+1 )

Und schliesslich ="

dt
Somit haben wir gefunden F(t) = [t”dt = 1

n



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Kann F(T') eindeutig bestimmt werden?

Nein nur bis auf eine Konstante

Beispiele:
1. f(r) =™
dF (1)
F@) = |f(Ddt & f(1) = —— = 1"
dt
. o dr™ _1
Ausprobieren: es gilt ’n = mt"
! dln+1
damit gilt weiter (m = n + 1) =m+ D"
Zer+1
Ci<11+])
Und schliesslich ="

dt

Somit haben wir gefunden

tn+1
F@) = [t”dt =

+cC
n+1



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Sind Ober- und Untergrenze des Integrals festgelegt, dann spricht man von
einem bestimmten Integral

b
[f(r)dr = ()|’ = Fb) - Fa)

Hier hebt sich die unbekannte Konstante raus



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Beispiele flr Integrale

1. Jadt=at+c



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Beispiele flr Integrale

1. adt = at + ¢

£2

2. tdt = — + ¢
] 2




Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Beispiele flr Integrale

1. adt = at + ¢
n z_z

2. tdt = — + ¢
] 2

3. Jtndt = +c
n+1



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Beispiele flr Integrale

1. adt = at + ¢
£2
2. tdt = — + ¢
] 2
3. [t”dt = +c
n+1

4. Jsintdt=—cost+c



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Beispiele flr Integrale

1. adt = at + ¢
J P
2. tdt =— +c¢
] 2
3. Jt”dt = + c
n+1
4. Jsintdt = —CcoSst+c

5. Jcostdt= sint + ¢



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Beispiele fur Integrale

1. adt = at + ¢
J P
2. tdt = — + ¢
J 2
3. Jt”dt = + c
n+1
4. J'sintdt = —COSt+c
5. Jcostdt =sint+c¢

6. Jetdt=e’+c



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Beispiele fur Integrale

1. adt = at + ¢

- Z_2
2. tdt = — + ¢

] 2
3. Jt”dt = +c

n+1

4. Jsintdt= —cost+c
5. [costdt =sint+ ¢
6. eldt =e'+c

I dt
7. — =Int+c¢

J 7




Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Beispiele fur Integrale

1. adt = at + ¢
£2

2. tdt = — + ¢

] 2
3. J't”dtz +c

n+1

4. Jsintdtz—cost+c
5. Jcostdt =sint+ ¢
6. eldt=e"+c

I dt
7. — =Int+c

J t

8. [af(t)dt =a J f(t)dt



Umkehrung des Ableitens: Integrieren

Beispiele fur Integrale

1. adt = at + ¢
J P
2. tdt =— +c¢
2
tn+1
3. [t”dt = +c
n+1
4. Jsintdt=—cost+c
5. Jcostdt =sint+ ¢
6. eldt =e'+c
I dt
7. —=Inrt+c¢
J t
8. [af(t)dt = aJ f(t)dt

0. [ [f(0) £ g()| dt = [ f(Hdt + J g(t)dt
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Masterclass: Integrieren

Es gibt groBe Formelsammlungen

ERGANZENDE KAPITEL ZU
BRONSTEIN-SEMENDJAJEW

TASCHENBUCH
DER MATHEMATIK

VERLAG HARRI DEVUTSCH
THUN UND FRANKFURT(MAIN)




Masterclass: Integrieren

Es gibt groBe Formelsamlungen
Computerprogramme wie Mathematica kénnen integrieren

WOLFRAM MATHEMATICA

The world's definitive system for modern technical computing

Available on desktop,
FunctionPoles[{Gamma[z/3 - 2/3], Abs[2] <1}, 2] cloud & mobile

ol s oo )

ComplexPlot3D[Gamma(z*3~2/3], {z, 1}]

'V‘l’uunh‘ vﬂ'““ |

foid by, =
Mk
i

| WM’;‘WN ‘:'




Masterclass: Integrieren

Partielle Integration

Ein wichtiger Standard Trick

d(fng®) dg() df(r)
” _f(t)T + 8(1)7




Masterclass: Integrieren

Partielle Integration

Ein wichtiger Standard Trick

d(fng®) dg) df(z)
” _f(t)—dt +8(1)7

b b

b
d(fng®) [ dg df(t)
[ P Jf(t)—dt + Jg(t)—dt

a a a




Masterclass: Integrieren

Partielle Integration

Ein wichtiger Standard Trick

d(fng®) dg() df (1)
" _f(t)T + g(t)T

b b

b
d(fng®) [ dg df (1)
J ” = Jf(t)T + Jg(t)7

a a a

b b
d d
g = [0S+ [ L2

a



Masterclass: Integrieren

Partielle Integration

Ein wichtiger Standard Trick

d(fng®) dg) df(?)
” —f(f)—dt +g(t)7

b b

b
d(fng®) [ dg( df (1)
[ ” = Jf(t)T + Jg(t)T

a a a

b

b
[ dg(1) [ df (1)

fogo|” = |10 + | g0 L2

a

b b

df) _ b {480
Jg<r>7 =fng®| Jf(t) ~

a a



Masterclass: Integrieren

Beispiel Partielle Integration

b b

afo) _ b [, d8®)
Jg(t>7 = fng()| Jf(t) ~

a a



Masterclass: Integrieren

Beispiel Partielle Integration

b b
dfo) _ b [ o980
Jg(t>7 = fng(|_ Jf(t) ~

/2
J xcosxdx =

0



Masterclass: Integrieren

Beispiel Partielle Integration

b b

dfny b [, dg()
Jg(t>7 = fng(n| Jf(t)—dt
/2 /2 Jsin x
J xcosxdx = J X T dx

0 0



Masterclass: Integrieren

Beispiel Partielle Integration

b b

df(t) b J dg(1)
[)—— = f(1)e(t — [)——
Jg() —— =[] - |f0—
/2 /2 /2
dsin x , a2 ,
chosxdxz Jx dx=xs1nx| — Jlsmxdx
dx 0

0 0 0



Masterclass: Integrieren

Beispiel Partielle Integration

b b

afo) _ b [, d8®)
Jg<t>7 = fng(n| Jf(t) =

dsin x , 2 , T /D
chosxdx: Jx dx:xs1nx|0 — lsmxdx=5+cosx|g
0

dx

0 0



Masterclass: Integrieren

Beispiel Partielle Integration

b b

afo) _ b [, d8®)
Jg<t>7 = fng(n| Jf(t) =

dsin x , /2 , T T
chosxdx= Jx dx=xsmx|ﬂ — Jls1nxdx=—+cosx|g/2=——1
dx 0 2 2
0

0 0



Masterclass: Integrieren

Beispiel Partielle Integration

b b
daf) _ b |98
[g(r>7 =fng®)| Jf(t) -

dsin x , /2 , T T
chosxdx= Jx dx=xsmx|ﬂ Jlsmxdx=5+cosx|g/2=5—l

dx 0
0 0 0

Partielle Integration funktioniert erstaunlich oft!
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Dynamik

Was verursacht Bewegung?

Aristoteles: viele Phanomene von Reibung dominiert

Idee 1: Kraft verursacht Bewegung - keine Kraft keine Bewegung
Mogliches Gesetz:
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Dynamik

Was verursacht Bewegung?

Aristoteles: viele Phanomene von Reibung dominiert

Idee 1: Kraft verursacht Bewegung - keine Kraft keine Bewegung
Mogliches Gesetz:
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Was verursacht Bewegung?
Aristoteles: viele Phanomene von Reibung dominiert

Idee 1: Kraft verursacht Bewegung - keine Kraft keine Bewegung
Mogliches Gesetz:

“Die Geschwindigkeit eines Objektes ist proportional zu der Kraft, die auf ihn wirkt”
F () = mv(?)

In 1 Dimension aquivalent zu

F(t) dx F
— =— & x(t+ At) = x(t) + —At
m dt m

d.h. deterministisch

Bewegungsgleichung integrieren
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m dt
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Was verursacht Bewegung?

Aristoteles: viele Phanomene von Reibung dominiert
Sind diese Gleichungen reversibel?

F(1) _ dx L F(—r1) _ dx

m dt m —dt

D.h. dasselbe Gesetz, allerdings wird die Kraft F(7) durch — F(—t) ersetzt
d.h. auch in der Vergangenheit deterministisch und somit reversibel

Aristoteles Gleichungen sind zwar konsistent,

stimmen aber nicht mit der Natur lGiberein
Und sind daher falsch!

Konnen aber als Naherung fur Reibungskrafte benutzt werden
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Newton et al: Tragheit
“Ein Korper auf den keine Kraft wirkt, bewegt sich geradlinig gleichformig”
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F(t) dv
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V,
= x(1) = xqcos(wi) + =2 sin(wt)
@
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07 Az—~0 Az



Partielle Ableitung

Man kann auch mehrfach ableiten:
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o’V 0 oV

= 0
ox2  Ox Ox

X, X

Vv




Partielle Ableitung

Man kann auch mehrfach ableiten:

0’V 0 oV
— = ax vV
Ox2 ox Ox ’
0’V 0 oV
—— =90V

oxdy ox dy



Partielle Ableitung

Man kann auch mehrfach ableiten:

0’V 0 oV
— E axxv
0x2 ox Ox ’
0’V 0 oV
= =9.V

0x0y  Ox dy

o’V oV

Man kann beweisen: =
oxdy  0yox



Partielle Ableitung

Man kann auch mehrfach ableiten:

o’V 9 oV
= =0,V
0x2  Ox oOx ’

Man kann beweisen: =
oxdy  0yox
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Ende 3. Vorlesung



