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Ankiindigung fiir das Wintersemester 2024/25
Das theoretische Minimum |
Mechanik - von Newton liber Emmy Noether zu Heisenberg
Prof. Dr. Alexander Lenz, 4PHY00011V

\
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Diese Vorlesungsreihe gibt eine Einflihrung in die Grundprinzipen der theoretischen Physik.

Im Wintersemester 2024/25 beschaftigen wir uns u.a. mit vermeintlich einfachen
Problemen, wie dem Pendel oder dem Kepler-Problem (Planetenbahnen). Ausgehend von
den Newtonschen Axiomen wird eine moderne und elegante Formulierung der
theoretischen Mechanik vorgestellt, aus der spater die Quantenmechanik direkt abgeleitet
werden kann - dies wird der sogenannte Lagrange- und Hamilton-Formalismus sein.
Weiter werden eingehend Symmetrieprinzipen diskutiert - insbesondere das zum
Veranstaltungsort passende Noether-Theorem -, auf dessen Verallgemeinerung die
heutige Elementarteilchenphysik und unser gesamtes Verstandnis der Welt beruht.

b o= Elzd) = Fp— By = %%2 ~U(z),

Die Vorlesung richtet sich an Mittwochsakademiker, Oberstufenschiilerinnen und -schiler,
Lehrkrafte, Physikenthusiasten mit einem groBen Interesse an aktuellen Themen der
Physik. Es werden mathematische Konzepte (auf dem Niveau der gymnasialen Oberstufe)
eingeflihrt und benutzt. Die Vorlesung ist an die erfolgreiche Vorlesungs- und Buchreihe
"The theoretical Minimum" von Leonard Susskind angelehnt, welche auf dieselbe
Zielgruppe ausgerichtet war. Vom Niveau her wird sich die Veranstaltung auf dem
schmalen Grat zwischen einer rein populdrwissenschaftlichen Bildershow und einer
theoretischen Physikvorlesung im Bachelorstudium bewegen.

9 Termine im Wintersemester 24/25:
20.11., 27.11.,4.12,, 11.12, 18.12. ,8.1., 15.1., 22.1., 29.1.
Mittwochs 16-18
Emmy Noether Campus ENC-D-114
Infos unter: alexander.lenz@uni-siegen.de
https://tp1.physik.uni-siegen.de/mittwochsakademie/




Wdh.: Prinzip der kleinsten Wirkung

N Teilchen, 3 Koordinaten pro Teilchen: x(7),i = 1,....,3N

g

S = JL (x, (1), x(0)| dt

3N
m; .
L=Y) 7xl.z(t) — E,,, (x(1))
=1

Euler-Lagrange Gleichungen

d oL oL
dt ox i axi

=0




Wdh.: Vorteile: Prinzip der kleinsten Wirkung

1) Kompakte Schreibweise - alles in einer Funktion
2) Praktischer Vorteil beim Wechsel von Koordinatensystemen

System 1: Koordinate x System 2: Bewegt, Koordinate X = x — ()

_ m .9 _ m . )

— ?X (t) T Epot.(x(t)) L= ?(X +f) (t) T Epot.(X(t))
doL oL

dt 0x  ox

~ dE,,® . dE,,(X)
mx = mX =
dx dX

Scheinkraft



Wdh.: Vorteile: Prinzip der kleinsten Wirkung
Zentrifugalkraft - Corioliskraft

System 1: Koordinaten x und y System 2: Koordinaten X und Y

x = X cos wt + Y sin wt

y = — Xsinwt + Y cos wt
2

L= %@2 +97) L= (24 7+ ==X+ YD)+ maXY - ¥X)
Zentrifugalkraft Corioliskraft
F = mw*7 Fy = —2mwY

Fy =+ 2mwX

mX = mw?*X — 2mwY

mY = mw?Y + 2mwX



Wdh.: Verallgemeinerte Koordinaten

Kartesische Koordinaten, Zylinder Koordinaten, Kugelkoordinaten
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Wdh.: Verallgemeinerte Koordinaten
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Wdh.: Verallgemeinerte Koordinaten

(x,y,z) oder (1, z, @) oder (r, 0, @): allgemein g,
Verallgemeinerte Geschwindigkeit: g,

Lagrange-Funktion: L = L(q,, g,)

Prinzip der kleinsten Wirkung: Euler-Lagrange-Gleichung

doL oL _
dt og; dg;
oL
Definition: Verallgemeinerter Impuls p; = Y oder
qi

zu ¢g; konjugierter Impuls

dp;, oL
Euler-Lagrange: — = —



Wdh.: Verallgemeinerte Koordinaten

Beispiel: In Zylinderkoordinaten gilt x = rsingp und y = r cos ¢
Daraus folgt: X = 7 sin@ + r cos @@ und y = 7 COS ¢ — 7 SIN PP

m m
Und somit L, = 7(562 +32) = E(if2 + r%g?)

Nun gibt es zwel generalisierte Impulse:

oL . ... oL 5 Y
1. pp=—=mrmitp, = — =mreo-,dh.r =rgp
or or

oL oL
2. p,=—— = mr’¢ mit p,=—=0,d.h. mr’¢ = konstant!

9 0



Wdh.: Zyklische Koordinaten

Taucht eine Koordinate nicht explizit in der Lagrange-Funktion auf,
dann ist der zugeordnete Impuls erhalten

oL d oL

= — = =0

- . _ . ﬂ %) ) 2\ . . - .
Beispiel 1: L = 5 (x +y +Z ) X, V, Z sind zyklische Koordinaten

= die Impulse mx, my, mz sind erhalten

m
Beispiel 2: L = > (x% + x%) — V(x; — x,): es gibt keine zyklische Koordinaten?

A + 4% %) ) X% + X% .
Def.: x, = = X, + X2 = und somit
+ 7 +

L=m (x%r + x%) — V(x_)
Nun sieht man, dass x_ eine zyklische Koordinate ist, und, dass 2mx , erhalten ist




Wdh.: ErhaltungsgrofB3ien

Zusammenhang von Symmetrien und Erhaltungssatzen
Zyklische Koordinate und zugehoriger Impuls

oL _doL

Zuriick zu Beispiel 2: L = % (q% + q%) - V(g — 9»)
Euler-Lagrange ergibt
pr=-V
pr,=+V
d.h. p; + p, ist erhalten

Modifikation: L = % (q% + q%) — V(aq, — bg,)
Euler-Lagrange ergibt
pr=—aV
Py =+bV
d.h. bp, + ap, ist erhalten



Wdh.: ErhaltungsgrofB3ien

Zusammenhang von Symmetrien und Erhaltungssatzen
Zyklische Koordinate und zugehoriger Impuls

oL _doL

1
Zuriick zu Beispiel 2: L = > (q% + q%) - V(g1 — q»)

Euler-Lagrange ergibt
pr=- |4
pz = + V,

d.h. p; + p, ist erhalten

1
Modifikation: L = 5 (q% + q%) — (g, + ¢2)

Euler-Lagrange ergibt keine Erhaltungsgrof3e!

Gibt es ein Prinzip, das bestimmt, wann es welche
ErhaltungsgroBBen gibt?



Wdh.: Noether Theorem

alte Koordinaten ¢, -> neue Koordinaten g, = ¢;(g;)

Eine Symmetrie ist eine aktive Koordinatentransformation, die den Wert der
Lagrange-Funktion nicht andert

1
Beispiel: L = qu Koordinatentransformation: ¢ — g + 6 andert L nicht 6L = 0

g — g + ¢ ist in diesem Fall die Translationssymmetrie,
die fuhrt zur Impulserhaltung

Beispiel: L = qu — V(g) ist nicht translationssymmetrisch => keine Impulserhaltung

1
Beispiel : L = > (q% + q%) — V(g — g,) ist translationssymmetrisch

q, = q; + ound g, = g, + 0 => Impulserhaltung p; + p,

1
Beispiel : L = — (§°> + ¢2) — V(aq, — bg,) ist translationssymmetrisch
> 41 T 49 1 2

q, = q; + bound g, = g, + ad => Impulserhaltung bp, + ap,



Noether Theorem

Beispiel : L = % (&% +3%) = V(x> + y*)



Noether Theorem

m
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Gibt es da eine Symmetrie?
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Hangt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung



Noether Theorem

m
Beispiel : L = 5 (2% +3%) — V(x* + »%)

Gibt es da eine Symmetrie?
Hangt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung

In Zylinderkoordinaten gilt x = rsingp und y = 7 cos ¢



Noether Theorem

m
Beispiel : L = — (i +37) = V(® +7)

Gibt es da eine Symmetrie?
Hangt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung

In Zylinderkoordinaten gilt x = rsingp und y = 7 cos ¢
m
Daraus folgt: L = E(if2 + rz(,bz) — V(r)



Noether Theorem

Beispiel : L = % (4% +3%) = V(x* + y)

Gibt es da eine Symmetrie?
Hangt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung

In Zylinderkoordinaten gilt x = rsingp und y = 7 cos ¢
m
Daraus folgt: L = E(IQ + r2¢?) — V(r)

Wir sehen: ¢ ist eine zyklische Koordinate!



Noether Theorem

m
Beispiel : L= — (i +57) = V(* + )

Gibt es da eine Symmetrie?
Hangt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung

In Zylinderkoordinaten gilt x = rsingp und y = 7 cos @
m
Daraus folgt: L = E(if2 + r’¢p?) — V(r)

Wir sehen: ¢ ist eine zyklische Koordinate!

Was findet man in kartesischen Koordinaten?



Noether Theorem

m
Beispiel : L = > (2% +3%) = V(x> + y*)

Gibt es da eine Symmetrie?
Hangt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung

In Zylinderkoordinaten gilt x = rsingp und y = 7 cos ¢
m
Daraus folgt: L = E(i’2 + r’¢?) — V(r)

Wir sehen: @ ist eine zyklische Koordinate!

Was findet man in kartesischen Koordinaten?
Betrachte eine Rotation:



Noether Theorem

Beispiel : L = % (4% +3%) = V(x* + y?)

Gibt es da eine Symmetrie?
Hangt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung

In Zylinderkoordinaten gilt x = rsingp und y = 7 cos ¢
m
Daraus folgt: L = E(IQ + r2¢?) — V(r)

Wir sehen: @ ist eine zyklische Koordinate!

Was findet man in kartesischen Koordinaten?
Betrachte eine Rotation:

X — xcosf+ysinb



Noether Theorem

m
Beispiel : L= — (i +37) = V(? + )

Gibt es da eine Symmetrie?
Hangt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung

In Zylinderkoordinaten gilt x = rsingp und y = 7 Cos @
m
Daraus folgt: L = ?(i’2 + r’¢?) — V(r)

Wir sehen: @ ist eine zyklische Koordinate!

Was findet man in kartesischen Koordinaten?
Betrachte eine Rotation:

X — xcosf+ysinb
y = —Xxsinf + ycosf



Noether Theorem

Beispiel : L = g ()'cz + )'72) — V(x* +y?)

Gibt es da eine Symmetrie?
Hangt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung

In Zylinderkoordinaten gilt x = rsingp und y = 7 cos ¢
m
Daraus folgt: L = E(i’2 + r2¢?) — V(r)

Wir sehen: @ ist eine zyklische Koordinate!

Was findet man in kartesischen Koordinaten?
Betrachte eine Rotation:

X — xcosf+ysiné
y— —xsinf +ycos6
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6



Noether Theorem

m
Beispiel : L = — (i +37) = V(* + )

Gibt es da eine Symmetrie?
Hangt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung

In Zylinderkoordinaten gilt x = rsingp und y = 7 cos ¢
m
Daraus folgt: L = ?(i’2 + r’¢p?) — V(r)

Wir sehen: @ ist eine zyklische Koordinate!

Was findet man in kartesischen Koordinaten?
Betrachte eine Rotation:

X — xcosf+ysinb
y — —xsinf+ ycos6
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6

52
X=X 1—7+... +y@0—...)



Noether Theorem

m
Beispiel : L = — (i +37) = V(* + )

Gibt es da eine Symmetrie?
Hangt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung

In Zylinderkoordinaten gilt x = rsingp und y = 7 cos ¢
m
Daraus folgt: L = ?(i’2 + r’¢p?) — V(r)

Wir sehen: @ ist eine zyklische Koordinate!

Was findet man in kartesischen Koordinaten?
Betrachte eine Rotation:

X — xcosf+ysinb
y — —xsinf+ ycos6
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6

52
X—X 1—7+... +yO0—...)=x+y0



Noether Theorem

m
Beispiel : L = — (i +37) = V(* + )

Gibt es da eine Symmetrie?
Hangt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung

In Zylinderkoordinaten gilt x = rsingp und y = 7 cos ¢
m
Daraus folgt: L = ?(i’2 + r’¢p?) — V(r)

Wir sehen: @ ist eine zyklische Koordinate!

Was findet man in kartesischen Koordinaten?
Betrachte eine Rotation:

X — xcosf+ysinb
y — —xsinf+ ycos6
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6

52
X—X 1—7+... +yO0—...)"Rx+y0=>x~ X+ yo



Noether Theorem

Beispiel : L = — > (x +y) V(x? +y?)

Gibt es da eine Symmetrie?
Hangt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung

In Zylinderkoordinaten gilt x = rsingp und y = 7 cos ¢
m
Daraus folgt: L = E(i’2 + r’¢?) — V(r)

Wir sehen: @ ist eine zyklische Koordinate!

Was findet man in kartesischen Koordinaten?
Betrachte eine Rotation:

X —> xcosf+ysind
y— —xsinf +ycos6
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6

52
X — X 1—7+... +yvO0—...))"Rx+y0=>x~rR X+ V0

52
yoy( =gt ) =26



Noether Theorem

Beispiel : L = — > (x +y) V(x? +y?)

Gibt es da eine Symmetrie?
Hangt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung

In Zylinderkoordinaten gilt x = rsingp und y = 7 cos ¢
m
Daraus folgt: L = E(i’2 + r’¢?) — V(r)

Wir sehen: @ ist eine zyklische Koordinate!

Was findet man in kartesischen Koordinaten?
Betrachte eine Rotation:

X —> xcosf+ysind
y— —xsinf +ycos6
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6

52
X — X 1—7+... +yvO0—...))"Rx+y0=>x~rR X+ V0

52
y =y 1—7+... —x(O0—...)Ry—x0



Noether Theorem

Beispiel : L = — > (x +y) V(x? +y?)

Gibt es da eine Symmetrie?
Hangt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung

In Zylinderkoordinaten gilt x = rsingp und y = 7 cos ¢
m
Daraus folgt: L = E(i’2 + r’¢?) — V(r)

Wir sehen: @ ist eine zyklische Koordinate!

Was findet man in kartesischen Koordinaten?
Betrachte eine Rotation:

X —> xcosf+ysind
y— —xsinf +ycos6
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6

52
X — X 1—7+... +yvO0—...))"Rx+y0=>x~rR X+ V0

52
y—y 1—7+... —Xx0—...)RYy—X0=>y~Ry—Xx0



Noether Theorem

Beispiel : L = — 5 (x +y) V(x? +y?)

Gibt es da eine Symmetrie?
Hangt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung

In Zylinderkoordinaten gilt x=rsmmeundy = rcosg
Daraus folgt: L = —(r + r’¢?) — V(r)

Wir sehen: ¢ ist eine zykllsche Koordinate!

Was findet man in kartesischen Koordinaten?
Betrachte eine Rotation:

X — xcosf+ysiné
y— —xsinf + ycosd
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6

52

X— X 1—7+... +yvO0—...))"Rx+y0=>x~rR X+ V0
52

y—y 1—7+... —X(0—...)RYy—X0=>y~y—Xx0

Wir entwickeln nur in linearen Termen in 0 - 1. Ordnung in 0



Noether Theorem

m
Beispiel : L = > ()'Cz + yz) — V(x* +y?)
Betrachte eine Rotation:
X — xcosf+ysiné
y — —xsinf+ ycosb
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6



Noether Theorem

Beispiel : L = % (Xz + yz) — V(x* 4+ y?)
Betrachte eine Rotation:
X — xcosf+ysinb
y = —Xxsinf+ ycosf
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6
X=X+ yo



Noether Theorem

Beispiel : L = % (Xz + yz) — V(x* 4+ y?)
Betrachte eine Rotation:
X — xcosf+ysinb
y = —Xxsinf+ ycosf
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6
X—=xX+y0=>x~x+yo



Noether Theorem

Beispiel : L = % ()'Cz + y2) — V(x* +y?)
Betrachte eine Rotation:
X — xcosf+ysiné
y — —xsmf+ ycos6
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6
X—=>Xx+y0=>x~x+yodh.ox =+ yo



Noether Theorem

Beispiel : L = % ()'62 + )'72) — V(x? +y?)
Betrachte eine Rotation:
X — xcosf+ysinf
y— —xsinf + ycos6
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6
X—=>x+y0=>x~x+yodh.ox =+ yo
y—y—X0



Noether Theorem

Beispiel : L = % ()'62 + )'72) — V(x? +y?)
Betrachte eine Rotation:
X — xcosf+ysinf
y— —xsinf + ycos6
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6
X—=>x+y0=>x~x+yodh.ox =+ yo
y—=>V—X0=>yRYy—X0



Noether Theorem

Beispiel : L = % ()&2 + yz) — V(x* 4+ y?)
Betrachte eine Rotation:
X — xcosf+ysinb
y = —Xxsinf+ ycos6
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6
X—=>Xx+y0=>x~x+y6d.h.ox =+ yo
y—=>y—x0=>yVyxy—xod.h.doy = —xo0



Noether Theorem

Beispiel : L = % ()'62 + )'22) — V(x* +y?)

Betrachte eine Rotation:

X — xcosf+ysinb
y— —xsinf + ycosd
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6

X—=>x+y0=>x~x+yod.h.ox =+ yo
y—=o>y—x0=>yxy—xodh. oy =—x0
Damit andert sich die Lagrangedichte zu



Noether Theorem

Beispiel : L = % (562 + )'72) — V(x* 4+ y?)

Betrachte eine Rotation:

X — xcosf+ysiné
y —> —xsinf + ycos6
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel o
X—=>x+y0=>x~ x4+ yod.h.ox =+ yo
y—=o>y—x0=>yxy—xodh. oy =—x0
Damit andert sich die Lagrangedichte zu
L= % (32 + 2596 + 622 + 37 — 2946 + 652) — V(a2 + 2xy5 + y25% + y2 — 2xy5 + x%6%)



Noether Theorem

Beispiel : L = % ()’Cz + yz) — V(x> +y?)

Betrachte eine Rotation:

X — xcosf+ysinb
y = —xsinf+ ycosf
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel o
X—=>X+y0=> X~ x+yod.h.ox =+ yo
y—=>y—x0=>yVyxy—xod.h.oy = —x0
Damit andert sich die Lagrangedichte zu
L= % (32 + 2596 + 652 + 32 — 2956 + 657) — V(x? + 2xy6 + y20% + y* — 2xy5 + x25%)

Hier heben sich alle linearen Terme in 0 weg



Noether Theorem

Beispiel : L = % ()'62 + y2) — V(x* +y?)

Betrachte eine Rotation:

X — xcosf+ysiné
y — —xsmf+ ycosf
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6
X—=>x+y0=>x~x+yod.h.ox =+ yo
y—o>y—x0=>y~xy—xodh. oy =—xo
Damit andert sich die Lagrangedichte zu
L= % (32 + 2496 + 652 + 32 — 2955 + 657) — V(2 + 2xy5 + 3267 + y* — 2y + x26%)

Hier heben sich alle linearen Terme in 0 weg

L=2 (24 7)(1+8) = V(62 4521 +8)



Noether Theorem

Beispiel : L = % ()'62 + yz) — V(x* +y?)

Betrachte eine Rotation:

X — xcosf+ysinb
y —> —xsinf + ycos6
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel o
X—=>x+y0=>x~x+yod.h.ox =+ yo
y—=>y—x0=>yxy—xod.h.doy = —xo0
Damit andert sich die Lagrangedichte zu
L= % (32 + 2596 + 622 + 37 — 2946 + 652) — V(a2 + 2xy5 + y26% + y2 — 2xy6 + x%6%)

Hier heben sich alle linearen Terme in 6 weg

L= % (2% +3°) (1 + 6% = V(x> + y)(1 + 6%))

Und man findet
SL =0+ 0(5%)



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f(q)o



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f(q)o

1
Beispiel 1: L = > (q% + q%) - V(g —q,) i



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f(q)o

1

Beispiel 1: L = > (q% + q%) — V(g — q,) ist translationssymmetrisch



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate ¢g; lautet

oq; = f{q)o

1
Beispiel 1: L = ) (q% + q%) — V(g, — q,) ist translationssymmetrisch

g1 > ¢ +oundg, > g, + 0



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f{q)o

1
Beispiel 1: L = ) (q% + q%) — V(g, — g,) ist translationssymmetrisch

q; = ¢q; +ound g, = g, + 0 => Impulserhaltung p, + p,



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f{q)o

1
Beispiel 1: L = ) (q% + q%) — V(g — g,) ist translationssymmetrisch

q; = ¢q; +ound g, = g, + 0 => Impulserhaltung p, + p,
dh.fi=1,,=1



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate ¢g; lautet

oq; = f{q)o

1
Beispiel 1: L = > (q% + q%) — V(g, — q,) ist translationssymmetrisch

g, — q; +6und g, = g, + 6 => Impulserhaltung p, + p,
dh.fi=1,f=1
T e ST N _
Beispiel 2: L = 5 (ql + qz) V(agq, — bg,)



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate ¢g; lautet

oq; = f{q)o

1
Beispiel 1: L = > (q% + q%) — V(g, — q,) ist translationssymmetrisch

q, — q; + ound g, — g, + 0 => Impulserhaltung p; + p,
dh.fi=1,,=1
1
Beispiel 2: L = ) (q% + q%) — V(agq, — bg,) ist translationssymmetrisch



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f{(q)o

1
Beispiel 1: L = ) (q% + q%) — V(g, — q,) ist translationssymmetrisch

q; = ¢; +ound g, = ¢, + 0 => Impulserhaltung p; + p,
dh.fi=1,f(=1

|
(ﬁ + Q%) — V(Clq1 — qu) Ist translationssymmetrisch

Beispiel 2: [. = —
P >

q1—>q1+b5undq2—>q2+a5



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f{q)o

1
Beispiel 1: L = > (q% + q%) — V(g, — q,) ist translationssymmetrisch

q, — q; + ound g, — g, + 0 => Impulserhaltung p; + p,
dhf,=1,f=1
1
Beispiel 2: L = E (q% + q%) — V(aq, — bg,) ist translationssymmetrisch

q, = q; + bound g, = g, + ao => Impulserhaltung bp, + ap,



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f{q)o

1
Beispiel 1: L = > (q% + q%) — V(g — q,) ist translationssymmetrisch

q, — q; + ound g, — g, + 0 => Impulserhaltung p; + p,
dh.fi=1,,=1
1
Beispiel 2: L = 5 (q% + q%) — V(aq, — bg,) ist translationssymmetrisch

q, — q; + bound g, = g, + ad => Impulserhaltung bp, + ap,
dh.fi=0b,/, =a



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f{(q)o

1
Beispiel 1: L = ) (q% + q%) — V(g, — q,) ist translationssymmetrisch

q; = ¢q; +ound g, — g, + 0 => Impulserhaltung p; + p,
dh.fi=1,f,=1
1
Beispiel 2: L = Y (c]% + q%) — V(agq, — bg,) ist translationssymmetrisch

g, = ¢q, + bé und g, — g, + ad => Impulserhaltung bp, + ap,

dh.fi=b,f,=a
Beispiel 3: L = % (4% +3%) = V(x* + y?)



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f(q)o

1
Beispiel 1: L = > (q% + q%) — V(g, — q,) ist translationssymmetrisch

q, — q; + ound g, — g, + 0 => Impulserhaltung p; + p,
dh.fi=1,,=1
1
Beispiel 2: L = ) (q% + q%) — V(ag, — bg,) ist translationssymmetrisch

q, — q; + bound g, = g, + ad => Impulserhaltung bp, + ap,

dh.fi=b,f,=a
Beispiel 3: L = % (x2 + yz) — V(x* + y%)

Betrachte eine Rotation: x — x cos 6 + y sin 6. y —> —xsinf + ycosf



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f{(q)o

1
Beispiel 1: L = > (q% + q%) — V(g — g,) ist translationssymmetrisch

q, = ¢; + ound g, = g, + 0 => Impulserhaltung p; + p,
dh.fi=1,,=1
1
Beispiel 2: L = > (q% + q%) — V(aq, — bg,) ist translationssymmetrisch

g, = g, + béund g, — g, + ad => Impulserhaltung bp, + ap,

dh.fi=b,f,=a
Beispiel 3: L = % (4% +3%) = V(x* + y?)

Betrachte eine Rotation: x — xcos + y sin 6. y = —Xxsinf + ycos6
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f(q)o

|
Beispiel 1: L = 5 (q% + q%) — V(g, — g,) ist translationssymmetrisch

q; = ¢q, +ound g, — g, + 0 => Impulserhaltung p, + p,
dh.fi=1,f,=1
1
Beispiel 2: L = > (q% + q%) — V(aq, — bg,) ist translationssymmetrisch

g, = q; + bound g, = g, + ao => Impulserhaltung bp, + ap,

dh.fi=0b,f/, =a
m
Beispiel 3: L = — (4% +3%) = V(x* + y?)
Betrachte eine Rotation: x — xcos @ + y sin 6. y — —xsinf+ ycosf

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6
X—=>x+yo



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f{q)o

1
Beispiel 1: L = ) (q% + q%) — V(g, — q,) ist translationssymmetrisch

q; = ¢q; +ound g, — g, + 0 => Impulserhaltung p, + p,
dh.fi=1,f,=1
1
Beispiel 2: L = 5 (q% + q%) — V(aq, — bq,) ist translationssymmetrisch

g, = q; + bound g, = g, + ad => Impulserhaltung bp, + ap,

dh.fi=0b,f/,=a
m
Beispiel 3: L = > (562 + yz) — V(x* +y?)
Betrachte eine Rotation: x — xcosd + y sin 6. y —> —xsinf + ycos6

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 6
x—=>x+yodh.f.=+y



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f{q)o

1
Beispiel 1: L = > (q% + q%) — V(g — g,) ist translationssymmetrisch

q, — q; +ound g, = g, + 0 => Impulserhaltung p, + p,
dh.fi=1,f,=1
1
Beispiel 2: L = > (q% + q%) — V(aq, — bq,) ist translationssymmetrisch

g, = ¢q; + boéund g, — g, + ado => Impulserhaltung bp, + ap,

dh.fi=b,f,=a
Beispiel 3: L = % (4% +3%) — V(x> + y?)

Betrachte eine Rotation: x — xcos + y sin 6. y = —xsinf + ycosf
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 0
xX—=>x+yodh.f.=+Yy
y = y—x6



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f{(q)o

1
Beispiel 1: L = ) (q% + q%) — V(g, — q,) ist translationssymmetrisch

q, — q; + ound g, — g, + 0 => Impulserhaltung p; + p,
dh.fi=1,,=1
1
Beispiel 2: L = > (c]% + q%) — V(aq, — bg,) ist translationssymmetrisch

g, = ¢q, + bé und g, — g, + ad => Impulserhaltung bp, + ap,

dh.fi=b,f,=a
Beispiel 3: L = % (4% +3%) = V(x* + y?)

Betrachte eine Rotation: x — xcosf + y sin 6. y — —xsinf+ycosb
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel 0
xX—=>x+yodh.f.=+Yy
y—>y—xédh.f, =—x



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f{q)o



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f{(q)o

Man kann zeigen, dass

0g;

l



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f(q)o
Man kann zeigen, dass

o4 —d(5)
C]i—dt 4,



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

0q; = f(q)o
Man kagn zeigen, dass
S5a- = —(85a) = f(a)d
g; dt( q;) =1{(q)



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f(q)o
Man ka?ln zeigen, dass
S5 = —(8a) = f(a)d
q; dt( q;) = 1{q)

Definition:



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f(q)o
Man kann zeigen, dass

d .
0q; = 5(5%) = 1i(@)o

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale
Transformation der Koordinaten,



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

0q; = f(q)o
Man kann zeigen, dass

d .
0q; = E(éqz’) = fi{(q@)o

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht andert



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f(q)o
Man kann zeigen, dass

d .
0g; = 5(5%) = fi(q)o

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht andert

Also, wie andert sich L(g, ¢) bei obiger Transformation?



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f(q)o
Man kann zeigen, dass

d .
0g; = 5(5%) = fi(q)o

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht andert

Also, wie andert sich L(g, ¢) bei obiger Transformation?
oL



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

og; = fi(q)o
Man kann zeigen, dass

d .
0g; = 5(5%) = fi{q@)o

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht andert

Also, wie dndert sich L(g, g) bei obiger Transformation?

SL = Z —ql+a—L5c']l

l



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

= f{q)é
Man kann zeigen, dass

d .
0g; = 5(5%) = fi(q)o

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht andert

Also, wie andert sich L(g, ¢) bei obiger Transformation?

oL = Z —ql+a—L5ql

i

d oL
= 5L = Z rq,



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

= f{q)é
Man kann zeigen, dass

d .
0g; = 5(5%) = fi(q)o

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht andert

Also, wie andert sich L(g, ¢) bei obiger Transformation?

oL
oL = Z (— ql+—5c']l>
dq;

l

= oL = daL5 +()Ld(5)
= a7 do 4, da, di 4,




Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

oq; = f(q)o
Man kann zeigen, dass

d .
0g; = 5(5%) = fi(q)o

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht andert

Also, wie andert sich L(g, ¢) bei obiger Transformation?




Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

og; = fi(q)o
Man kann zeigen, dass

d .
0g; = 5(5%) = fi{(q@)o

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht andert

Also, wie andert sich L(g, ¢) bei obiger Transformation?

oL
oL = Z (— ql+—5ql>
dq;

l

s d L +aLd(5) _dz oL dz( @) 5
~ i\ drdg, T g d ) T dg, 1) T gp & P

l



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

og; = fi(q)o
Man kann zeigen, dass

d .
0g; = 5(5%) = fi{q)o

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht andert

Also, wie andert sich L(g, ¢) bei obiger Transformation?

oL
oL = Z (— q,+—5q’l>
dq;

l

Ly, +0Ld(5) _dz oL dz( @)
T\ arag " g ) T ar &\ g ) T & P

l

D.h. wenn 6L =0



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

og; = fi(q)o
Man kann zeigen, dass

d .
0q; = 5(5%) = fi{q@)o

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht andert

Also, wie andert sich L(g, ¢) bei obiger Transformation?

oL
oL = Z (— q,+—5ql>
dq;

l

d 0L oL d d oL d

l

D.h. wenn 6L = 0, dann ist die GréBe Q = Zpl-fi(q)

l



Noether Theorem

Etwas allgemeiner:
Die infinitesimale Transformation der Koordinate g; lautet

og; = fi(q)o
Man kann zeigen, dass

d .
0q; = 5(5%) = fi{q@)o

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht andert

Also, wie andert sich L(g, ¢) bei obiger Transformation?

oL
oL = Z (— q,+—5ql>
dq;

l

d 0L oL d d oL d

l

D.h. wenn 0L = 0, dann ist die GréBe O = 2 D, f:(q) zeitlich konstant

l



Noether Theorem

Die infinitesimale Transformation der Koordinate ¢; lautet 6g; = f.(q)0

d : d
und somit 64, = —-(3q) =f(@)8 = 6L =— ¥ (pif(@))?

l

-~

0
Noether-Theorem



Noether Theorem

Die infinitesimale Transformation der Koordinate ¢g; lautet 6g;, = f.(¢)

d : d
und somit 64, = —-(3q) =f(@)8 = 6L =— ¥ (pif(@))?

~ >

-

Q

Noether-Theorem

Amalie Emmy Noether
23 March 1882 Erlangen - 14 April 1935Bryn Mawr, Pennsylvania




Noether Theorem

Die infinitesimale Transformation der Koordinate ¢g; lautet 6g;, = f.(¢)

- d . d
und somit 64, = —-(3q) =f(@)8 = 6L =— ¥ (pif(@))?

Invariante Variationsprobleme.

~ >
-

(F. Klein zum fiinfzigjibrigen Doktorjubilium.) Q
Von

Emmy Nocther in Gottingen. Noether-Theorem

Vorgelegt-von F. Klein in der Sitzung vom 26. Juli 19181),

Es handelt sich um Variationsprobleme, die eine kontinuier-
liche Gruppe (im Lieschen Sinne) gestatten; die daraus sich er-
gebenden Folgerungen fiir die zugehdrigen Differentialgleichungen
finden ihren allgemeinsten Ausdruck in den in § 1 formulierten,
in den folgenden Paragraphen bewiesenen Sitzen. Uber diese aus
Variationsproblemen entspringenden Differentialgleichungen lassen
sich viel priizisere Aussagen machen als fiber beliebige, eine Gruppe
gestattende Differentialgleichungen, die den Gegenstand der Lieschen
Untersuchungen bilden. Das folgende beruht also auf einer Verbin-
dung der Methoden der formalen Variationsrechnung mit denen der
Lieschen Gruppentheorie. Fiir spezielle Gruppen und Variations-
probleme ist diese Verbindung der Methoden nicht neu; ich er-
wiihne Hamel und Herglotz fiir spezielle endliche, Loremtz und
geoine Schfiler (z. B.-Fokker), Weyl und Klein fiir spezielle unend-
liche Gruppen?®). Insbesondere sind die zweite Kleinsche Note und
die vorliegenden Ansfilhrungen gegenseitig durch einander beein-

1) Die endgiltige Fassung des Manuskriptes wurde erst Ende September
eingereicht, .

2) Hamel: Math. Ann. Bd. 59 und Zeitschrift f. Math. u. Phys. Bd. 50.
Herglotz: Ann. d. Phys. (4) Bd. 86, bes. § 9, S.511. Fokker, Verslag d. Amster-
damer Akad., 27./1. 1917. Fur die weitere Litteratur vergl. die zweite Note von
Klein: Gottinger Nachrichten 19. Juli 1918,

In einer eben erschiencnen Arbeit von Kneser (Math. Zeitschrift Bd. 2) handelt
es sich um Aufstellung von Invarianten nach dhnlicher Methode.

Kgl. Ges. d, Wiss. Nachrichten, Math.-pbys. Klasso,, 1918, Heft 2. 17

Amalie Emmy Noether
23 March 1882 Erlangen - 14 April 1935Bryn Mawr, Pennsylvania
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Noether Theorem

Beispiele fiir die Noetherladung QO = Z D:1(q) (0g; = f.(q)0)

l

1

Beispiel 1: L = — (47 +45) — V(g — q»)



Noether Theorem

Beispiele fiir die Noetherladung QO = Z D:1(q) (0g; = f.(q)0)

l

1
Beispiel 1: L = > (q% + q%) — V(g, — gq,) ist translationssymmetrisch



Noether Theorem

Beispiele fiir die Noetherladung QO = Z D:1(q) (0g; = f.(q)0)

l

1

5 (CI% + 6]%) — V(g, — q,) ist translationssymmetrisch

Beispiel 1: L =



Noether Theorem

Beispiele fiir die Noetherladung QO = Z D:1(q) (0g; = f.(q)0)

l

1
Beispiel 1: L = ) (q% + q%) — V(g, — q,) ist translationssymmetrisch

mitf; = 1, f, = 1 ist Q = p, + p, = Impulserhaltung :-)



Noether Theorem

Beispiele fiir die Noetherladung QO = Z D:f(q) (0q; = f(q)9)

l

1
Beispiel 1: L = > (q% + q%) — V(g, — gq,) ist translationssymmetrisch

mitf, = 1,/, = list Q = p, + p, = Impulserhaltung :-)

1

Beispiel 2: L = > (q% + 6]%) — Vlag, — bg,)



Noether Theorem

Beispiele fiir die Noetherladung QO = Z D:f(q) (0q; = f(q)9)

l

1
Beispiel 1: L = ) (q% + q%) — V(g, — q,) ist translationssymmetrisch

mitf, = 1,f, = list Q = p, + p, = Impulserhaltung :-)

1

Beispiel 2: L = > (q% + q%) — V(ag, — bq,) ist translationssymmetrisch



Noether Theorem

Beispiele fiir die Noetherladung QO = Z D:f(q) (0q; = f(q)9)

l

1
Beispiel 1: L = ) (q% + q%) — V(g — g,) ist translationssymmetrisch
mitf, = 1,/, = l ist Q = p, + p, = Impulserhaltung :-)

1
Beispiel 2: L = ) (q% + q%) — V(aq, — bg,) ist translationssymmetrisch

mit f, =b,f, =a



Noether Theorem

Beispiele fiir die Noetherladung QO = Z D:f(q) (0q; = f(q)9)

1
Beispiel 1: L = > (q% + q%) — V(g, — q,) ist translationssymmetrisch
mitf, = 1,/, = 1 ist Q = p; + p, = Impulserhaltung :-)

1
Beispiel 2: L = > (q% + q%) — V(aq, — bg,) ist translationssymmetrisch

mit f, = b, f, = aist Q = bp; + ap, = Impulserhaltung :-)



Noether Theorem

Beispiele fiir die Noetherladung QO = Z D:f(q) (0q; = f(q)9)

l

1
Beispiel 1: L = > (q% + q%) — V(g — gq,) ist translationssymmetrisch

mitf, = 1,/, = list Q = p, + p, = Impulserhaltung :-)

1
Beispiel 2: L = 5 (q% + q%) — V(ag, — bg,) ist translationssymmetrisch

mit f, = b, f, = aist Q = bp; + ap, = Impulserhaltung :-)

m
Beispiel 3: L = — (i +J7) = V0’ +7)



Noether Theorem

Beispiele fiir die Noetherladung QO = Z D:f(q) (0q; = f(q)9)

l

1
Beispiel 1: L = > (q% + q%) — V(g, — gq,) ist translationssymmetrisch

mitf, = 1,/, = list Q = p, + p, = Impulserhaltung :-)

1
Beispiel 2: L = ) (q% + q%) — V(ag, — bg,) ist translationssymmetrisch

mit f, = b, f, = aist Q = bp; + ap, = Impulserhaltung :-)

m
Beispiel 3: L = — (i + %) — V0’ +7)
mitf, =+yundf = —x



Noether Theorem

Beispiele fiir die Noetherladung QO = Z D:f(q) (0q; = f(q)9)

l

1
Beispiel 1: L = ) (q% + q%) — V(g, — q,) ist translationssymmetrisch

mitf, = 1,/, = list Q = p, + p, = Impulserhaltung :-)

1
Beispiel 2: L = > (q% + q%) — V(aq, — bq,) ist translationssymmetrisch

mit f, = b, f, = aist Q = bp; + ap, = Impulserhaltung :-)

m
Beispiel 3: L = — (i +37) = V(x® + %)

mitf, = + yund f, = — xist 0 = p,y — p,x = Drehimpulserhaltung :-)



Noether Theorem

Translationssymmetrie im Raum fuhrt zur Impulserhaltung

Rotationssymmetrie im Raum fuhrt zur Drehimpulserhaltung

Starke des Lagrange-Formalismus am Beispiel des Doppelpendels



Doppelpendel

s S S S S S

ch %\%ng"b\@l
e A8 gy la R S

my . : my . :
Ir=T+T, = T(x% +y%) + T(X% +y%)

V=V +V,=mgy +mygy,
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Im allgemeinen gilt
L =1(g; ;1)



Zeilttranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate ¢; untersucht
Was passiert bei Zeittranslationen?

Im allgemeinen gilt
L=1L(qg,q;t) alsozB.L(g;,q;,t) =T+ V(g,?)
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Bisher Symmetrien in den Koordinate ¢; untersucht
Was passiert bei Zeittranslationen?

Im allgemeinen gilt
L=L(g;,q;?) alsoz.B.L(g,q,t) =T+ V(g,, 1)

Gibt es keine explizite Zeitabhangigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System
invariant unter Zeittranslationen
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Was passiert bei Zeittranslationen?

Im allgemeinen gilt
L=L(g;,q;t) alsozB.L(g,q,t) =T+ V(g,, 1)

Gibt es keine explizite Zeitabhangigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System
invariant unter Zeittranslationen

Wie sieht die Zeitabhangigkeit von L = L(qg,, g;, ) aus?



Zeilttranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate ¢; untersucht
Was passiert bei Zeittranslationen?

Im allgemeinen gilt
L =L(g;q;?) alsoz.B. L(g;,q;,t) =T+ V(g;, 1)

Gibt es keine explizite Zeitabhangigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System
invariant unter Zeittranslationen

Wie sieht die Zeitabhangigkeit von L = L(qg;, g;, ) aus?
dL

— =



Zeilttranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate ¢; untersucht
Was passiert bei Zeittranslationen?

Im allgemeinen gilt
L =L(g;q;?) alsozB. L(g;,q;,,t) =T+ V(g;, 1)

Gibt es keine explizite Zeitabhangigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System
invariant unter Zeittranslationen

Wie sieht die Zeitabhé’mgigkeit von L = L(g;,q; t) aus?

——Z =,

dq;



Zeilttranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate ¢; untersucht
Was passiert bei Zeittranslationen?

Im allgemeinen gilt
L =L(g;q;?) alsozB. L(g;,q;,,t) =T+ V(g;, 1)

Gibt es keine explizite Zeitabhangigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System
invariant unter Zeittranslationen

Wie sieht die Zeitabhé’mgigkeit von L = L(g;,q; t) aus?

. Z _ql _qql

dg;



Zeilttranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate ¢; untersucht
Was passiert bei Zeittranslationen?

Im allgemeinen gilt
L =L(g;q;?) alsozB. L(g;,q;,,t) =T+ V(g;, 1)

Gibt es keine explizite Zeitabhangigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System
invariant unter Zeittranslationen

Wie sieht die Zeitabhé’mgigkeit von L = L(g;,q; t) aus?

Z oL
B 6ql “g,+ aq, i ot



Zeilttranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate ¢; untersucht
Was passiert bei Zeittranslationen?

Im allgemeinen gilt
L=L(g;,q;t) alsozB.L(g,q,t) =T+ V(g,, 1)

Gibt es keine explizite Zeitabhangigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System
invariant unter Zeittranslationen

Wie sieht die Zeitabhé‘mgigkeit von L = L(g,,q; ) aus?
oL
aZ @) e
Mit Euler-Lagrange wird dies zu



Zeilttranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate ¢; untersucht
Was passiert bei Zeittranslationen?

Im allgemeinen gilt
L=1L(q;q;t) alsozB.L(g;,q;,t) =T+ V(g,;?)

Gibt es keine explizite Zeitabhangigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System
invariant unter Zeittranslationen

Wie sieht die Zeitabhé‘mgigkeit von L = L(g; g, t) aus?

-, Z _QZ _Ql + a_L

dg; ~  0g; o1

Mit EuIer—Lagrange wird dies zu
dL Z N ) oL
dt 4 Pii+ Pidi) + 5



Zeilttranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate ¢; untersucht
Was passiert bei Zeittranslationen?

Im allgemeinen gilt
L=1L(q;q;t) alsozB.L(g;,q;,t) =T+ V(g,;?)

Gibt es keine explizite Zeitabhangigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System
invariant unter Zeittranslationen

Wie sieht die Zeitabhé‘mgigkeit von L = L(g; g, t) aus?

-, Z _QZ _Ql> aallj

aq; 94,
Mit EuIer—Lagrange wird dles zu

. Z lqz+pqu 6t Zplql at



Zeilttranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate ¢; untersucht
Was passiert bei Zeittranslationen?

Im allgemeinen gilt
L=1L(g,q;t) alsozB.L(g,q;,t) =T+ V(g,, 1)

Gibt es keine explizite Zeitabhangigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System
invariant unter Zeittranslationen

Wie sieht die Zeitabhéngigkeit von L = L(g; g, t) aus?

2 oL oL
=2\ 50T qu i o

Mit EuIer—Lagrange wird dles ZUu

— = Zplql —

oder

-2 (Zri-t)

dL

E_ Z pql_l_pqu



Zeilttranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate ¢; untersucht
Was passiert bei Zeittranslationen?

Im allgemeinen gilt
L=1L(q;,q;t) alsozB.L(g;,q;,t) =T+ V(g,;?)

Gibt es keine explizite Zeitabhangigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System
invariant unter Zeittranslationen

Wie sieht die Zeitabhé‘mgigkeit von L = L(g; g, t) aus?

2 oL
- aql “g,+ 6ql i o

Mit EuIer—Lagrange wird dles Zu

. Z lqz+pqu 6t Zplql at

oder

—— dt(Zplql )

-~

=:H



Zeilttranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion

H= ) pdi—L



Zeilttranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion
H= ) pdi—L
i

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit
von der Zeit abhangt



Zeilttranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion
H= Y pg—L
i

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit
von der Zeit abhangt

oL d
—  =—H
ot dt



Zeilttranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion
H = Zpiqz' —L
i

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit
von der Zeit abhangt

oL d
—  =—H
ot dt

.. m  ,
Beispiel: L. = Ec] — V(q)



Zeilttranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion
H= Y pg—L
i

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit
von der Zeit abhangt

oL d
"
ot dt

. m ., . oL .
Beispiel: L = Eq — V(g) mitp .= — =mg

aq



Zeilttranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion
H= ) pdi—L
i

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit
von der Zeit abhangt

oL d
——=—H
ot dt

. m ., . oL .
Beispiel: L = —¢g°~ — V(g) mitp .= — =mq
2 0q
damit lautet die Hamilton-Funktion



Zeilttranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion
H= Y pi—L
i

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit
von der Zeit abhangt

oL d
—  =—H
ot dt

o m _ oL .
Beispiel: L = —¢g~ — V(g) mitp .= — =mq
2 0q

damit lautet die Hamilton-Funktion H = pg — L



Zeilttranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion
H = ZPiQi — L
i

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit
von der Zeit abhangt

oL d
—  =—H
ot dt

. m ., . oL .
Beispiel: L = —¢g~ — V(g) mitp .= — =mq
2 0q

m
damit lautet die Hamilton-Funktion H = pg — L = mc']2 — 792 + V(q)



Zeilttranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion
H = ZPiQi — L
i

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit
von der Zeit abhangt

oL d
—  =—H
ot dt

. m ., . oL .
Beispiel: L = —¢g~ — V(g) mitp .= — =mq
2 0q

m m
damit lautet die Hamilton-Funktion H = pg — L = mg* — Eq'z + V(g) = Eq'z + V(q)



Zeilttranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion
H = ZPiQi —L
i

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit
von der Zeit abhangt

oL d
-
ot dt

. m ., . oL .
Beispiel: L = —¢g~ — V(g) mitp .= — =mq
2 0q

m m
damit lautet die Hamilton-Funktion H = pg — L = mé]2 — qu + V(q) = qu + V(g)

Dies entspricht der gesamten Energie!!ll
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Wir definieren nun die Hamilton-Funktion
H = Zpiéli —L
i

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit
von der Zeit abhangt

oL d
—  =—H
ot dt

m oL .
Beispiel: L = —¢g°~ — V(g) mitp .= — =mq
2 0q
. . . . . o M 5 m  ,
damit lautet die Hamilton-Funktion H = pg — L = mg” — Eq + V(g) = Ec] + V(g)

Dies entspricht der gesamten Energie!!ll
Zeittranslationsinvarianz bedeutet also Energieerhaltung
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Wir definieren nun die Hamilton-Funktion
H= ) pdi—L
i

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit
von der Zeit abhangt

oL d
—  =—H
ot dt

o m _ oL .
Beispiel: L = —¢g~ — V(g) mitp .= — =mq
2 0q

m m
damit lautet die Hamilton-Funktion H = pg — L = mc']2 — ?qz + V(g) = Eéjz + V(g)

Dies entspricht der gesamten Energie!!ll
Zeittranslationsinvarianz bedeutet also Energieerhaltung

Anstatt von H = H(q, g) kann die Hamilton-Funktion auch durch die Impulse und die
Koordinaten ausgedruckt werden:



Zeilttranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion
H= ) pdi—L
i

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit
von der Zeit abhangt

oL d
__ —_H
ot dt

oL

m
Beispiel: L = —q’2 — V(@) mitp .= — =mg
2 0q

m m
damit lautet die Hamilton-Funktion H = pg — L = mg* — qu + V(g) = qu + V(g)

Dies entspricht der gesamten Energiel!!!
Zeittranslationsinvarianz bedeutet also Energieerhaltung

Anstatt von H = H(g, g) kann die Hamilton-Funktion auch durch die Impulse und die
2

Koordinaten ausgedriickt werden: H = H(p, g) = 5— + V(q)
m



Zeilttranslationsinvarianz

2

Hamilton-Funktion H = H(p, q) = 5— + V(g)
m



Zeilttranslationsinvarianz

2

Hamilton-Funktion H = H(p, g) = 5— + V(q)
m

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen
fur die Hamilton-Funktion folgen



Zeilttranslationsinvarianz

2

Hamilton-Funktion H = H(p, g) = 5— + V(q)
m

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen
fur die Hamilton-Funktion folgen

oH . oH
——und g =+ —
0q op

p



Zeilttranslationsinvarianz

2

Hamilton-Funktion H = H(p, q) = 5— + V(q)
m

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen
fur die Hamilton-Funktion folgen

. oH 4=t oH
= ——und g = +—
P oq q op

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen



Zeilttranslationsinvarianz

2

Hamilton-Funktion H = H(p, g) = 5— + V(q)
m

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen
fur die Hamilton-Funktion folgen

| oH . _ . OH
= ——und g =+ —
p 5 undd P»

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen

Beispiel: harmonischer Oszillator



Zeilttranslationsinvarianz

2

Hamilton-Funktion H = H(p, q) = 5— + V(gq)
m

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen
fur die Hamilton-Funktion folgen

oH , oH
——und g =+ —
dq dp

p
Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen

Beispiel: harmonischer Oszillator
p>  m
H(p,q) = — + —w’q*
2m 2



Zeilttranslationsinvarianz

2

Hamilton-Funktion H = H(p, q) = 5— + V(q)
m

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen
fur die Hamilton-Funktion folgen

oH , oH
——und g =+—
dg op

p
Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen

Beispiel: harmonischer Oszillator
p> m
H(p,q) = — + —w’q’
2m 2

oH

P=—a—q



Zeilttranslationsinvarianz

2

Hamilton-Funktion H = H(p, q) = 5— + V(q)
m

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen
fur die Hamilton-Funktion folgen

oH , oH
——und g =+—
dg op

p

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen

Beispiel: harmonischer Oszillator
2

P m 5 5
H(p,q) =*—+—w
(p,q) o T35 q

OH ,
p=——=-mwyq



Zeilttranslationsinvarianz

Hamilton-Funktion H = H(p, q) = 5— + V(q)
m

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen
fur die Hamilton-Funktion folgen

oH , oH
——und g =+ —
dq dp

p

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen

Beispiel: harmonischer Oszillator

H(p,q) = — + —w’q*
(P, q) > T 5
oH ,
p=——=—mwq
dg
oH
§=+—



Zeilttranslationsinvarianz

Hamilton-Funktion H = H(p, q) = 5— + V(q)
m

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen
fur die Hamilton-Funktion folgen

oH , oH
——und g =+ —
dq dp

p

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen

Beispiel: harmonischer Oszillator
2

P m o 2
Hp,g)=—+—w
(P, q) > T3 q
oH 5
p=——T"=—mwyq
aan



Zeilttranslationsinvarianz

Hamilton-Funktion H = H(p, g) = 5— + V(q)
m

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen
fur die Hamilton-Funktion folgen

oH , oH
——und§=+—
dg op

p

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen

Beispiel: harmonischer Oszillator
2

P m o 2
Hp,g) =—+—w
(P q) o TS0
oH 5
p=——"—T=—mwyq
dan
op m

Damit folgt: p = — mw?q



Zeilttranslationsinvarianz

Hamilton-Funktion H = H(p, g) = 5— + V(q)
m

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen
fur die Hamilton-Funktion folgen

oH , oH
——und§=+—
dg op

p

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen

Beispiel: harmonischer Oszillator
2

P m o 2
Hp,g) =—+—w
(P q) o TS0
oH 5
p=——"—T=—mwyq
dan
op m

Damit folgt: j = — mw?’§ = — 0’p



Zeittranslationsipvarianz

Hamilton-Funktion H = H(p, q) = 5— + V(g)
m

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen
fur die Hamilton-Funktion folgen

oH . oH
——und§=+—
dg op

p

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen

Beispiel: harmonischer Oszillator
2

P m o 2
Hp,g) =—+—w
(P q) o T30
oH 5
()an
op m

Damit folgt: p = — ma)zq = — a)zp welches wieder durch sin und cos gelost wird!



Phasenraum

Beispiel: harmonischer Oszillator
p>  m )
Hp,g) =—+—w
(p.q) o TS0



Phasenraum

Beispiel: harmonischer Oszillator

2
m 5 5

P
H , —__l__a)
(PQ)—Z 5 q

setze m = 5 und @ = 2 und erhalte



Phasenraum

Beispiel: harmonischer Oszillator
2

P m 5 5
Hp,g) =—+—w
(P, q) e
1
setze m1 = — und @ = 2 und erhalte

H(p,q) = p* + ¢*



Phasenraum

Beispiel: harmonischer Oszillator
2

p
Hp,q)=—+—w
(P, q) =——+—-07q

setze m = 5 und @ = 2 und erhalte

H(p,q) = p* + q*

Im Phasenraum (p, g)-Ebene ist dies ein Kreis!



Phasenraum

Beispiel: harmonischer Oszillator
2

p
Hp,q)=—+—w
(P, q) =——+—-07q

setze m = 5 und @ = 2 und erhalte

H(p,q) = p* + q*

Im Phasenraum (p, g)-Ebene ist dies ein Kreis!




Phasenraum

Beispiel: harmonischer Oszillator ohne Ndherung sin ¢ ~ ¢

ParametricPlot[{

{phi, Sqrt[2 (3.-1+Cos[phi])]},
{phi, -Sqrt[2 (3. -1+Cos[phi])]1},
{phi, Sqrt[2 (2.05-1+Cos[phi])l},
{phi, -Sqrt[2 (2.05-1+Cos[phi])]},
{phi, Sqrt[2 (1.95-1+Cos[phi])]},
{phi, -Sqrt[2 (1.95-1+Cos[phi])1l},
{phi, Sqrt[2 (1.1-1+Cos[phi])]l},
{phi, -Sqrt[2 (1.1-1+Cos[phi])]},
{phi, ISqrt[2 (0.25-1+Cos[phi])1l},
{phi, -Sqrt[2 (0.25-1+Cos[phi])]}}, {phi, -6, 6}]

out[53]= —




Ende 8. Vorlesung
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Diese Vorlesungsreihe gibt eine Einfihrung in die Grundprinzipen der theoretischen Physik.

2025 wird weltweit das 100 jahrige Jubildum der Entdeckung der Quantenmechanik
gefeiert. Urspringlich war dies Uber viele Jahrzehnte lang reinste Grundlagenforschung
ohne jegliche Hinweise auf potentielle Anwendungen. 100 Jahre spéter finden wir, dass ein
GroBteil der technologischen Errungenschaften der Menschheit im letzten Jahrhundert auf
der Quantenmechanik basiert - zuletzt gipfelte dies in den ersten Quantencomputern.

Im Sommersemester 2025 beschiftigen wir uns daher mit einer Einfihrung in die
Grundprinzipien der Quantenmechanik:
2

ih%\ll(i,r): :—mA+V(5c') Y. 1)

Die Vorlesung richtet sich an Mittwochsakademiker, Oberstufenschuilerinnen und -schdler,
Lehrkrafte und Physikenthusiasten mit einem groBen Interesse an aktuellen Themen der
Physik. Es werden mathematische Konzepte (auf dem Niveau der gymnasialen Oberstufe)
eingefuhrt und benutzt. Die Vorlesung ist an die erfolgreiche Vorlesungs- und Buchreihe
"The theoretical Minimum" von Leonard Susskind angelehnt, welche auf dieselbe
Zielgruppe ausgerichtet war. Vom Niveau her wird sich die Veranstaltung auf dem
schmalen Grat zwischen einer rein populédrwissenschaftlichen Bildershow und einer
theoretischen Physikvorlesung im Bachelorstudium bewegen.

11 Termine im Sommersemester 25:
7.5.,14.5,,21.5, 285.,4.6., 11.6., 18.6., 25.6., 2.7., 9.7., 16.7.
Mittwochs 16-18
Emmy Noether Campus ENC-D-114
Infos unter: alexander.lenz@uni-siegen.de
https://tp1.physik.uni-siegen.de/mittwochsakademie/




