
 8. Vorlesung 



 Wdh.: Prinzip der kleinsten Wirkung

Euler-Lagrange Gleichungen

L =
3N

∑
i=1

mi

2
·x2
i (t) − Epot.(xi(t))

  Teilchen, 3 Koordinaten pro Teilchen: , N xi(t) i = 1,...,3N

S =
tE

∫
t0

L [(xi(t), ·xi(t)] dt

d
dt

∂L
∂ ·xi

−
∂L
∂xi

= 0



 Wdh.: Vorteile: Prinzip der kleinsten Wirkung
1) Kompakte Schreibweise - alles in einer Funktion 
2) Praktischer Vorteil beim Wechsel von Koordinatensystemen

System 1: Koordinate x

L =
m
2

·x2(t) − Epot.(x(t))

d
dt

∂L
∂ ·x

−
∂L
∂x

= 0

System 2: Bewegt, Koordinate X = x − f(t)

L =
m
2

( ·X + ·f )2(t) − Epot.(X(t))

m··x = −
dEpot.(x)

dx
m ··X = −

dEpot.(X)
dX

− ··f
Scheinkraft



 Wdh.: Vorteile: Prinzip der kleinsten Wirkung
Zentrifugalkraft - Corioliskraft

System 1: Koordinaten  und x y

L =
m
2

( ·x2 + ·y2)

 x = X cos ωt + Y sin ωt

Zentrifugalkraft

 y = − X sin ωt + Y cos ωt

System 2: Koordinaten  und X Y

L =
m
2

( ·X2 + ·Y2) +
mω2

2
(X2 + Y2) + mω( ·XY − ·YX)

Corioliskraft

⃗F = mω2 ⃗r FX = − 2mω ·Y
FY = + 2mω ·X

m ··X = mω2X − 2mω ·Y
m ··Y = mω2Y + 2mω ·X



 Wdh.: Verallgemeinerte Koordinaten
Kartesische Koordinaten, Zylinder Koordinaten, Kugelkoordinaten
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Wdh.: Verallgemeinerte Koordinaten
Kartesische Koordinaten, Zylinder Koordinaten, Kugelkoordinaten



 Wdh.: Verallgemeinerte Koordinaten

 oder  oder : allgemein  
Verallgemeinerte Geschwindigkeit:  

Lagrange-Funktion:   

Prinzip der kleinsten Wirkung: Euler-Lagrange-Gleichung 

 

Definition: Verallgemeinerter Impuls  oder 

zu  konjugierter Impuls 

Euler-Lagrange: 

(x, y, z) (r, z, ϕ) (r, θ, φ) qi
·qi

L = L(qi, ·qi)

d
dt

∂L
∂ ·qi

−
∂L
∂qi

= 0

pi =
∂L
∂ ·qi

qi

dpi

dt
=

∂L
∂qi



 Wdh.: Verallgemeinerte Koordinaten

Beispiel: In Zylinderkoordinaten gilt  und  

Daraus folgt:  und  

Und somit  

Nun gibt es zwei generalisierte Impulse: 

1.  mit , d.h.  

2.  mit , d.h. konstant! 

x = r sin φ y = r cos φ

·x = ·r sin φ + r cos φ ·φ ·y = ·r cos φ − r sin φ ·φ

L =
m
2

( ·x2 + ·y2) =
m
2

( ·r2 + r2 ·φ2)

pr =
∂L
∂ ·r

= m ·r ·pr =
∂L
∂r

= mr ·φ2 ··r = r ·φ2

pφ =
∂L
∂ ·φ

= mr2 ·φ ·pφ =
∂L
∂φ

= 0 mr2 ·φ =



 Wdh.: Zyklische Koordinaten
Taucht eine Koordinate nicht explizit in der Lagrange-Funktion auf,  

dann ist der zugeordnete Impuls erhalten 

0 =
∂L
∂qi

=
d
dt

∂L
∂ ·qi

= 0

Beispiel 1 :   :  sind zyklische Koordinaten  

 die Impulse  sind erhalten

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2 + ·z2) x, y, z

⇒ m ·x, m ·y, m ·z

Beispiel 2 :   :  es gibt keine zyklische Koordinaten?  

Def.:  und somit 

  
Nun sieht man, dass  eine zyklische Koordinate ist, und, dass  erhalten ist 

L =
m
2 ( ·x2

1 + ·x2
2) − V(x1 − x2)

x± =
x1 ± x2

2
⇒ ·x2

+ + ·x2
− =

·x2
1 + ·x2

2

2
L = m ( ·x2

+ + ·x2
−) − V(x−)

x+ 2m ·x+



 Wdh.: Erhaltungsgrößen
Zusammenhang von Symmetrien und Erhaltungssätzen 

                                        Zyklische Koordinate und zugehöriger Impuls 

0 =
∂L
∂qi

=
d
dt

∂L
∂ ·qi

= 0

Zurück zu Beispiel 2 :    

Euler-Lagrange ergibt 
 
 

d.h.  ist erhalten 

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

·p1 = − V′ 

·p2 = + V′ 

p1 + p2

Modifikation :    

Euler-Lagrange ergibt 
 
 

d.h.  ist erhalten 

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

·p1 = − aV′ 

·p2 = + bV′ 

bp1 + ap2



Zusammenhang von Symmetrien und Erhaltungssätzen 
                                        Zyklische Koordinate und zugehöriger Impuls 

0 =
∂L
∂qi

=
d
dt

∂L
∂ ·qi

= 0

Zurück zu Beispiel 2 :    

Euler-Lagrange ergibt 
 
 

d.h.  ist erhalten 

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

·p1 = − V′ 

·p2 = + V′ 

p1 + p2

Modifikation :    

Euler-Lagrange ergibt keine Erhaltungsgröße! 

Gibt es ein Prinzip, das bestimmt, wann es welche 
Erhaltungsgrößen gibt?

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 + q2

2)

 Wdh.: Erhaltungsgrößen



 Wdh.: Noether Theorem
alte Koordinaten  -> neue Koordinaten  

Eine Symmetrie ist eine aktive Koordinatentransformation, die den Wert der  
Lagrange-Funktion nicht ändert 

Beispiel:    Koordinatentransformation:  ändert    nicht  

                 ist in diesem Fall die Translationssymmetrie,  
                                       die führt zur Impulserhaltung

qi q′ i = q′ i(qi)

L =
1
2

·q2 q → q + δ L δL = 0

q → q + δ

Beispiel:    ist nicht translationssymmetrisch => keine ImpulserhaltungL =
1
2

·q2 − V(q)

Beispiel  :    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

q1 → q1 + δ q2 → q2 + δ p1 + p2

Beispiel  :    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

q1 → q1 + bδ q2 → q2 + aδ bp1 + ap2



 Noether Theorem

Beispiel  :     L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)
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Gibt es da eine Symmetrie?  

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)



 Noether Theorem

Beispiel  :     

Gibt es da eine Symmetrie?  
Hängt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)



 Noether Theorem

Beispiel  :     

Gibt es da eine Symmetrie?  
Hängt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung 

In Zylinderkoordinaten gilt  und  

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x = r sin φ y = r cos φ



 Noether Theorem

Beispiel  :     

Gibt es da eine Symmetrie?  
Hängt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung 

In Zylinderkoordinaten gilt  und  
Daraus folgt:    

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x = r sin φ y = r cos φ
L =

m
2

( ·r2 + r2 ·φ2) − V(r)



 Noether Theorem

Beispiel  :     

Gibt es da eine Symmetrie?  
Hängt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung 

In Zylinderkoordinaten gilt  und  
Daraus folgt:    

Wir sehen:  ist eine zyklische Koordinate! 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x = r sin φ y = r cos φ
L =

m
2

( ·r2 + r2 ·φ2) − V(r)

φ



 Noether Theorem

Beispiel  :     

Gibt es da eine Symmetrie?  
Hängt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung 

In Zylinderkoordinaten gilt  und  
Daraus folgt:    

Wir sehen:  ist eine zyklische Koordinate! 

Was findet man in kartesischen Koordinaten? 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x = r sin φ y = r cos φ
L =

m
2

( ·r2 + r2 ·φ2) − V(r)

φ



 Noether Theorem

Beispiel  :     

Gibt es da eine Symmetrie?  
Hängt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung 

In Zylinderkoordinaten gilt  und  
Daraus folgt:    

Wir sehen:  ist eine zyklische Koordinate! 

Was findet man in kartesischen Koordinaten? 
Betrachte eine Rotation: 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x = r sin φ y = r cos φ
L =

m
2

( ·r2 + r2 ·φ2) − V(r)

φ



 Noether Theorem

Beispiel  :     

Gibt es da eine Symmetrie?  
Hängt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung 

In Zylinderkoordinaten gilt  und  
Daraus folgt:    

Wir sehen:  ist eine zyklische Koordinate! 

Was findet man in kartesischen Koordinaten? 
Betrachte eine Rotation: 

 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x = r sin φ y = r cos φ
L =

m
2

( ·r2 + r2 ·φ2) − V(r)

φ

x → x cos θ + y sin θ



 Noether Theorem
Beispiel  :     

Gibt es da eine Symmetrie?  
Hängt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung 

In Zylinderkoordinaten gilt  und  
Daraus folgt:    

Wir sehen:  ist eine zyklische Koordinate! 

Was findet man in kartesischen Koordinaten? 
Betrachte eine Rotation: 

 
 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x = r sin φ y = r cos φ
L =

m
2

( ·r2 + r2 ·φ2) − V(r)

φ

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ



 Noether Theorem
Beispiel  :     

Gibt es da eine Symmetrie?  
Hängt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung 

In Zylinderkoordinaten gilt  und  
Daraus folgt:    

Wir sehen:  ist eine zyklische Koordinate! 

Was findet man in kartesischen Koordinaten? 
Betrachte eine Rotation: 

 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x = r sin φ y = r cos φ
L =

m
2

( ·r2 + r2 ·φ2) − V(r)

φ

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ



 Noether Theorem
Beispiel  :     

Gibt es da eine Symmetrie?  
Hängt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung 

In Zylinderkoordinaten gilt  und  
Daraus folgt:    

Wir sehen:  ist eine zyklische Koordinate! 

Was findet man in kartesischen Koordinaten? 
Betrachte eine Rotation: 

 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  

 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x = r sin φ y = r cos φ
L =

m
2

( ·r2 + r2 ·φ2) − V(r)

φ

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ

x → x (1 −
δ2

2
+ . . . ) + y (δ − . . . )



 Noether Theorem
Beispiel  :     

Gibt es da eine Symmetrie?  
Hängt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung 

In Zylinderkoordinaten gilt  und  
Daraus folgt:    

Wir sehen:  ist eine zyklische Koordinate! 

Was findet man in kartesischen Koordinaten? 
Betrachte eine Rotation: 

 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  

 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x = r sin φ y = r cos φ
L =

m
2

( ·r2 + r2 ·φ2) − V(r)

φ

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ

x → x (1 −
δ2

2
+ . . . ) + y (δ − . . . ) ≈ x + yδ



 Noether Theorem
Beispiel  :     

Gibt es da eine Symmetrie?  
Hängt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung 

In Zylinderkoordinaten gilt  und  
Daraus folgt:    

Wir sehen:  ist eine zyklische Koordinate! 

Was findet man in kartesischen Koordinaten? 
Betrachte eine Rotation: 

 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  

 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x = r sin φ y = r cos φ
L =

m
2

( ·r2 + r2 ·φ2) − V(r)

φ

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ

x → x (1 −
δ2

2
+ . . . ) + y (δ − . . . ) ≈ x + yδ ⇒ ·x ≈ ·x + ·yδ



 Noether Theorem
Beispiel  :     

Gibt es da eine Symmetrie?  
Hängt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung 

In Zylinderkoordinaten gilt  und  
Daraus folgt:    

Wir sehen:  ist eine zyklische Koordinate! 

Was findet man in kartesischen Koordinaten? 
Betrachte eine Rotation: 

 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  

 

 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x = r sin φ y = r cos φ
L =

m
2

( ·r2 + r2 ·φ2) − V(r)

φ

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ

x → x (1 −
δ2

2
+ . . . ) + y (δ − . . . ) ≈ x + yδ ⇒ ·x ≈ ·x + ·yδ

y → y (1 −
δ2

2
+ . . . ) − x (δ − . . . )



 Noether Theorem
Beispiel  :     

Gibt es da eine Symmetrie?  
Hängt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung 

In Zylinderkoordinaten gilt  und  
Daraus folgt:    

Wir sehen:  ist eine zyklische Koordinate! 

Was findet man in kartesischen Koordinaten? 
Betrachte eine Rotation: 

 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  

 

 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x = r sin φ y = r cos φ
L =

m
2

( ·r2 + r2 ·φ2) − V(r)

φ

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ

x → x (1 −
δ2

2
+ . . . ) + y (δ − . . . ) ≈ x + yδ ⇒ ·x ≈ ·x + ·yδ

y → y (1 −
δ2

2
+ . . . ) − x (δ − . . . ) ≈ y − xδ



 Noether Theorem
Beispiel  :     

Gibt es da eine Symmetrie?  
Hängt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung 

In Zylinderkoordinaten gilt  und  
Daraus folgt:    

Wir sehen:  ist eine zyklische Koordinate! 

Was findet man in kartesischen Koordinaten? 
Betrachte eine Rotation: 

 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  

 

 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x = r sin φ y = r cos φ
L =

m
2

( ·r2 + r2 ·φ2) − V(r)

φ

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ

x → x (1 −
δ2

2
+ . . . ) + y (δ − . . . ) ≈ x + yδ ⇒ ·x ≈ ·x + ·yδ

y → y (1 −
δ2

2
+ . . . ) − x (δ − . . . ) ≈ y − xδ ⇒ ·y ≈ ·y − ·xδ



 Noether Theorem
Beispiel  :     

Gibt es da eine Symmetrie?  
Hängt nur vom Abstand zum Ursprung ab - nicht von der Richtung 

In Zylinderkoordinaten gilt  und  
Daraus folgt:    

Wir sehen:  ist eine zyklische Koordinate! 

Was findet man in kartesischen Koordinaten? 
Betrachte eine Rotation: 

 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  

 

 

Wir entwickeln nur in linearen Termen in  - 1. Ordnung in 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x = r sin φ y = r cos φ
L =

m
2

( ·r2 + r2 ·φ2) − V(r)

φ

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ

x → x (1 −
δ2

2
+ . . . ) + y (δ − . . . ) ≈ x + yδ ⇒ ·x ≈ ·x + ·yδ

y → y (1 −
δ2

2
+ . . . ) − x (δ − . . . ) ≈ y − xδ ⇒ ·y ≈ ·y − ·xδ

δ δ



 Noether Theorem

Beispiel  :     

Betrachte eine Rotation: 
 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ



 Noether Theorem

Beispiel  :     

Betrachte eine Rotation: 
 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  
 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ
x → x + yδ



 Noether Theorem

Beispiel  :     

Betrachte eine Rotation: 
 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  
 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ
x → x + yδ ⇒ ·x ≈ ·x + ·yδ



 Noether Theorem

Beispiel  :     

Betrachte eine Rotation: 
 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  
 d.h.  

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ
x → x + yδ ⇒ ·x ≈ ·x + ·yδ δx = + yδ



 Noether Theorem

Beispiel  :     

Betrachte eine Rotation: 
 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  
 d.h.  
 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ
x → x + yδ ⇒ ·x ≈ ·x + ·yδ δx = + yδ

y → y − xδ



 Noether Theorem

Beispiel  :     

Betrachte eine Rotation: 
 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  
 d.h.  

 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ
x → x + yδ ⇒ ·x ≈ ·x + ·yδ δx = + yδ

y → y − xδ ⇒ ·y ≈ ·y − ·xδ



 Noether Theorem

Beispiel  :     

Betrachte eine Rotation: 
 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  
 d.h.  
 d.h.  

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ
x → x + yδ ⇒ ·x ≈ ·x + ·yδ δx = + yδ
y → y − xδ ⇒ ·y ≈ ·y − ·xδ δy = − xδ



 Noether Theorem

Beispiel  :     

Betrachte eine Rotation: 
 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  
 d.h.  
 d.h.  

Damit ändert sich die Lagrangedichte zu 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ
x → x + yδ ⇒ ·x ≈ ·x + ·yδ δx = + yδ
y → y − xδ ⇒ ·y ≈ ·y − ·xδ δy = − xδ



 Noether Theorem
Beispiel  :     

Betrachte eine Rotation: 
 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  
 d.h.  
 d.h.  

Damit ändert sich die Lagrangedichte zu 
 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ
x → x + yδ ⇒ ·x ≈ ·x + ·yδ δx = + yδ
y → y − xδ ⇒ ·y ≈ ·y − ·xδ δy = − xδ

L =
m
2 ( ·x2 + 2 ·x ·yδ + δ2 ·x2 + ·y2 − 2·y ·xδ + δ2 ·y2) − V(x2 + 2xyδ + y2δ2 + y2 − 2xyδ + x2δ2)



 Noether Theorem
Beispiel  :     

Betrachte eine Rotation: 
 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  
 d.h.  
 d.h.  

Damit ändert sich die Lagrangedichte zu 
 

Hier heben sich alle linearen Terme in  weg 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ
x → x + yδ ⇒ ·x ≈ ·x + ·yδ δx = + yδ
y → y − xδ ⇒ ·y ≈ ·y − ·xδ δy = − xδ

L =
m
2 ( ·x2 + 2 ·x ·yδ + δ2 ·x2 + ·y2 − 2·y ·xδ + δ2 ·y2) − V(x2 + 2xyδ + y2δ2 + y2 − 2xyδ + x2δ2)

δ



 Noether Theorem
Beispiel  :     

Betrachte eine Rotation: 
 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  
 d.h.  
 d.h.  

Damit ändert sich die Lagrangedichte zu 
 

Hier heben sich alle linearen Terme in  weg 

 

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ
x → x + yδ ⇒ ·x ≈ ·x + ·yδ δx = + yδ
y → y − xδ ⇒ ·y ≈ ·y − ·xδ δy = − xδ

L =
m
2 ( ·x2 + 2 ·x ·yδ + δ2 ·x2 + ·y2 − 2·y ·xδ + δ2 ·y2) − V(x2 + 2xyδ + y2δ2 + y2 − 2xyδ + x2δ2)

δ

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2)(1 + δ2) − V ((x2 + y2)(1 + δ2))



 Noether Theorem
Beispiel  :     

Betrachte eine Rotation: 
 
 

Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  
 d.h.  
 d.h.  

Damit ändert sich die Lagrangedichte zu 
 

Hier heben sich alle linearen Terme in  weg 

 

Und man findet  

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ
y → − x sin θ + y cos θ

δ
x → x + yδ ⇒ ·x ≈ ·x + ·yδ δx = + yδ
y → y − xδ ⇒ ·y ≈ ·y − ·xδ δy = − xδ

L =
m
2 ( ·x2 + 2 ·x ·yδ + δ2 ·x2 + ·y2 − 2·y ·xδ + δ2 ·y2) − V(x2 + 2xyδ + y2δ2 + y2 − 2xyδ + x2δ2)

δ

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2)(1 + δ2) − V ((x2 + y2)(1 + δ2))

δL = 0 + O(δ2)



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 
qi

δqi = fi(q)δ



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 

Beispiel 1:    i 

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 

Beispiel 1:    ist translationssymmetrisch  

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 

Beispiel 1:    ist translationssymmetrisch  

 und  

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

q1 → q1 + δ q2 → q2 + δ



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 

Beispiel 1:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

q1 → q1 + δ q2 → q2 + δ p1 + p2



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 

Beispiel 1:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

q1 → q1 + δ q2 → q2 + δ p1 + p2
f1 = 1 f2 = 1



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 

Beispiel 1:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 2:     

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

q1 → q1 + δ q2 → q2 + δ p1 + p2
f1 = 1 f2 = 1

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 

Beispiel 1:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

q1 → q1 + δ q2 → q2 + δ p1 + p2
f1 = 1 f2 = 1

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 

Beispiel 1:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

 und  

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

q1 → q1 + δ q2 → q2 + δ p1 + p2
f1 = 1 f2 = 1

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

q1 → q1 + bδ q2 → q2 + aδ



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 

Beispiel 1:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

q1 → q1 + δ q2 → q2 + δ p1 + p2
f1 = 1 f2 = 1

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

q1 → q1 + bδ q2 → q2 + aδ bp1 + ap2



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 

Beispiel 1:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

q1 → q1 + δ q2 → q2 + δ p1 + p2
f1 = 1 f2 = 1

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

q1 → q1 + bδ q2 → q2 + aδ bp1 + ap2
f1 = b f2 = a



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Beispiel 1:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 3:     

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

q1 → q1 + δ q2 → q2 + δ p1 + p2
f1 = 1 f2 = 1

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

q1 → q1 + bδ q2 → q2 + aδ bp1 + ap2
f1 = b f2 = a

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Beispiel 1:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 3:     

Betrachte eine Rotation: .          

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

q1 → q1 + δ q2 → q2 + δ p1 + p2
f1 = 1 f2 = 1

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

q1 → q1 + bδ q2 → q2 + aδ bp1 + ap2
f1 = b f2 = a

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ y → − x sin θ + y cos θ



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Beispiel 1:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 3:     

Betrachte eine Rotation: .          
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

q1 → q1 + δ q2 → q2 + δ p1 + p2
f1 = 1 f2 = 1

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

q1 → q1 + bδ q2 → q2 + aδ bp1 + ap2
f1 = b f2 = a

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ y → − x sin θ + y cos θ
δ



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Beispiel 1:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 3:     

Betrachte eine Rotation: .          
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  

 

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

q1 → q1 + δ q2 → q2 + δ p1 + p2
f1 = 1 f2 = 1

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

q1 → q1 + bδ q2 → q2 + aδ bp1 + ap2
f1 = b f2 = a

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ y → − x sin θ + y cos θ
δ

x → x + yδ



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Beispiel 1:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 3:     

Betrachte eine Rotation: .          
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  

 d.h.  

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

q1 → q1 + δ q2 → q2 + δ p1 + p2
f1 = 1 f2 = 1

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

q1 → q1 + bδ q2 → q2 + aδ bp1 + ap2
f1 = b f2 = a

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ y → − x sin θ + y cos θ
δ

x → x + yδ fx = + y



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Beispiel 1:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 3:     

Betrachte eine Rotation: .          
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  

 d.h.  
 

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

q1 → q1 + δ q2 → q2 + δ p1 + p2
f1 = 1 f2 = 1

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

q1 → q1 + bδ q2 → q2 + aδ bp1 + ap2
f1 = b f2 = a

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ y → − x sin θ + y cos θ
δ

x → x + yδ fx = + y
y → y − xδ



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Beispiel 1:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

 und  => Impulserhaltung  
d.h. ,  

Beispiel 3:     

Betrachte eine Rotation: .          
Betrachte eine infinitesimale Rotation um den kleinen Winkel  

 d.h.  
 d.h.  

qi
δqi = fi(q)δ

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

q1 → q1 + δ q2 → q2 + δ p1 + p2
f1 = 1 f2 = 1

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

q1 → q1 + bδ q2 → q2 + aδ bp1 + ap2
f1 = b f2 = a

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

x → x cos θ + y sin θ y → − x sin θ + y cos θ
δ

x → x + yδ fx = + y
y → y − xδ fy = − x



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 
qi

δqi = fi(q)δ



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 

Man kann zeigen, dass 
 

qi
δqi = fi(q)δ

δ ·qi



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 

Man kann zeigen, dass 

 

qi
δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi)



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 

Man kann zeigen, dass 

 

qi
δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 

Man kann zeigen, dass 

 

Definition: 

qi
δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 

Man kann zeigen, dass 

 

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale 
Transformation der Koordinaten, 

qi
δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ



 Noether Theorem

Etwas allgemeiner: 
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 

 

Man kann zeigen, dass 

 

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale 
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht ändert 

qi
δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Man kann zeigen, dass 

 

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale 
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht ändert 

Also, wie ändert sich  bei obiger Transformation? 

qi
δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ

L(q, ·q)



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Man kann zeigen, dass 

 

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale 
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht ändert 

Also, wie ändert sich  bei obiger Transformation? 
  

qi
δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ

L(q, ·q)
δL



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Man kann zeigen, dass 

 

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale 
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht ändert 

Also, wie ändert sich  bei obiger Transformation? 

  

qi
δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ

L(q, ·q)

δL = ∑
i ( ∂L

dqi
δqi +

∂L
d ·qi

δ ·qi)



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Man kann zeigen, dass 

 

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale 
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht ändert 

Also, wie ändert sich  bei obiger Transformation? 

  

 

qi
δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ

L(q, ·q)

δL = ∑
i ( ∂L

dqi
δqi +

∂L
d ·qi

δ ·qi)
⇒ δL = ∑

i ( d
dt

∂L
d ·qi

δqi + . . . )



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Man kann zeigen, dass 

 

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale 
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht ändert 

Also, wie ändert sich  bei obiger Transformation? 

  

 

qi
δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ

L(q, ·q)

δL = ∑
i ( ∂L

dqi
δqi +

∂L
d ·qi

δ ·qi)
⇒ δL = ∑

i ( d
dt

∂L
d ·qi

δqi +
∂L
d ·qi

d
dt

(δqi))



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Man kann zeigen, dass 

 

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale 
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht ändert 

Also, wie ändert sich  bei obiger Transformation? 

  

 

qi
δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ

L(q, ·q)

δL = ∑
i ( ∂L

dqi
δqi +

∂L
d ·qi

δ ·qi)
⇒ δL = ∑

i ( d
dt

∂L
d ·qi

δqi +
∂L
d ·qi

d
dt

(δqi)) =
d
dt ∑

i ( ∂L
d ·qi

δqi)



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Man kann zeigen, dass 

 

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale 
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht ändert 

Also, wie ändert sich  bei obiger Transformation? 

  

 

qi
δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ

L(q, ·q)

δL = ∑
i ( ∂L

dqi
δqi +

∂L
d ·qi

δ ·qi)
⇒ δL = ∑

i ( d
dt

∂L
d ·qi

δqi +
∂L
d ·qi

d
dt

(δqi)) =
d
dt ∑

i ( ∂L
d ·qi

δqi) =
d
dt ∑

i
(pi fi(q)) δ



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Man kann zeigen, dass 

 

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale 
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht ändert 

Also, wie ändert sich  bei obiger Transformation? 

  

 

D.h. wenn 

qi
δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ

L(q, ·q)

δL = ∑
i ( ∂L

dqi
δqi +

∂L
d ·qi

δ ·qi)
⇒ δL = ∑

i ( d
dt

∂L
d ·qi

δqi +
∂L
d ·qi

d
dt

(δqi)) =
d
dt ∑

i ( ∂L
d ·qi

δqi) =
d
dt ∑

i
(pi fi(q)) δ

δL = 0



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Man kann zeigen, dass 

 

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale 
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht ändert 

Also, wie ändert sich  bei obiger Transformation? 

  

 

D.h. wenn , dann ist die Größe 

qi
δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ

L(q, ·q)

δL = ∑
i ( ∂L

dqi
δqi +

∂L
d ·qi

δ ·qi)
⇒ δL = ∑

i ( d
dt

∂L
d ·qi

δqi +
∂L
d ·qi

d
dt

(δqi)) =
d
dt ∑

i ( ∂L
d ·qi

δqi) =
d
dt ∑

i
(pi fi(q)) δ

δL = 0 Q = ∑
i

pi fi(q)



 Noether Theorem
Etwas allgemeiner: 

Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet 
 

Man kann zeigen, dass 

 

Definition: Eine kontinuierliche Symmetrie ist eine infinitesimale 
Transformation der Koordinaten, welche die Lagrangefunktion nicht ändert 

Also, wie ändert sich  bei obiger Transformation? 

  

 

D.h. wenn , dann ist die Größe  zeitlich konstant

qi
δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ

L(q, ·q)

δL = ∑
i ( ∂L

dqi
δqi +

∂L
d ·qi

δ ·qi)
⇒ δL = ∑

i ( d
dt

∂L
d ·qi

δqi +
∂L
d ·qi

d
dt

(δqi)) =
d
dt ∑

i ( ∂L
d ·qi

δqi) =
d
dt ∑

i
(pi fi(q)) δ

δL = 0 Q = ∑
i

pi fi(q)



 Noether Theorem
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet  

und somit     

Noether-Theorem 

qi δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ ⇒ δL =
d
dt ∑

i
(pi fi(q))

Q

δ



 Noether Theorem
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet  

und somit     

Noether-Theorem 

qi δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ ⇒ δL =
d
dt ∑

i
(pi fi(q))

Q

δ

Amalie Emmy Noether 
23 March 1882 Erlangen - 14 April 1935Bryn Mawr, Pennsylvania



 Noether Theorem
Die infinitesimale Transformation der Koordinate  lautet  

und somit     

Noether-Theorem 

qi δqi = fi(q)δ

δ ·qi =
d
dt

(δqi) = ·fi(q)δ ⇒ δL =
d
dt ∑

i
(pi fi(q))

Q

δ

Amalie Emmy Noether 
23 March 1882 Erlangen - 14 April 1935Bryn Mawr, Pennsylvania



 Noether Theorem
Beispiele für die Noetherladung            ( ) Q = ∑

i

pi fi(q) δqi = fi(q)δ



 Noether Theorem
Beispiele für die Noetherladung            ( ) Q = ∑

i

pi fi(q) δqi = fi(q)δ

Beispiel  1:    L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)



 Noether Theorem
Beispiele für die Noetherladung            ( ) Q = ∑

i

pi fi(q) δqi = fi(q)δ

Beispiel  1:    ist translationssymmetrisch  L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)



 Noether Theorem
Beispiele für die Noetherladung            ( ) Q = ∑

i

pi fi(q) δqi = fi(q)δ

Beispiel  1:    ist translationssymmetrisch  

 mit ,  

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

f1 = 1 f2 = 1



 Noether Theorem
Beispiele für die Noetherladung            ( ) Q = ∑

i

pi fi(q) δqi = fi(q)δ

Beispiel  1:    ist translationssymmetrisch  

 mit ,  ist  = Impulserhaltung :-) 

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

f1 = 1 f2 = 1 Q = p1 + p2



 Noether Theorem
Beispiele für die Noetherladung            ( ) Q = ∑

i

pi fi(q) δqi = fi(q)δ

Beispiel  1:    ist translationssymmetrisch  

 mit ,  ist  = Impulserhaltung :-) 

Beispiel 2:    

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

f1 = 1 f2 = 1 Q = p1 + p2

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)



 Noether Theorem
Beispiele für die Noetherladung            ( ) Q = ∑

i

pi fi(q) δqi = fi(q)δ

Beispiel  1:    ist translationssymmetrisch  

 mit ,  ist  = Impulserhaltung :-) 

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

f1 = 1 f2 = 1 Q = p1 + p2

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)



 Noether Theorem
Beispiele für die Noetherladung            ( ) Q = ∑

i

pi fi(q) δqi = fi(q)δ

Beispiel  1:    ist translationssymmetrisch  

 mit ,  ist  = Impulserhaltung :-) 

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

mit  ,  

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

f1 = 1 f2 = 1 Q = p1 + p2

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

f1 = b f2 = a



 Noether Theorem
Beispiele für die Noetherladung            ( ) Q = ∑

i

pi fi(q) δqi = fi(q)δ

Beispiel  1:    ist translationssymmetrisch  

 mit ,  ist  = Impulserhaltung :-) 

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

mit  ,  ist   = Impulserhaltung :-) 

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

f1 = 1 f2 = 1 Q = p1 + p2

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

f1 = b f2 = a Q = bp1 + ap2



 Noether Theorem
Beispiele für die Noetherladung            ( ) Q = ∑

i

pi fi(q) δqi = fi(q)δ

Beispiel  1:    ist translationssymmetrisch  

 mit ,  ist  = Impulserhaltung :-) 

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

mit  ,  ist   = Impulserhaltung :-) 

Beispiel 3:     

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

f1 = 1 f2 = 1 Q = p1 + p2

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

f1 = b f2 = a Q = bp1 + ap2

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)



 Noether Theorem
Beispiele für die Noetherladung            ( ) Q = ∑

i

pi fi(q) δqi = fi(q)δ

Beispiel  1:    ist translationssymmetrisch  

 mit ,  ist  = Impulserhaltung :-) 

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

mit  ,  ist   = Impulserhaltung :-) 

Beispiel 3:     

mit  und  

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

f1 = 1 f2 = 1 Q = p1 + p2

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

f1 = b f2 = a Q = bp1 + ap2

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

fx = + y fy = − x



 Noether Theorem
Beispiele für die Noetherladung            ( ) Q = ∑

i

pi fi(q) δqi = fi(q)δ

Beispiel  1:    ist translationssymmetrisch  

 mit ,  ist  = Impulserhaltung :-) 

Beispiel 2:    ist translationssymmetrisch  

mit  ,  ist   = Impulserhaltung :-) 

Beispiel 3:     

mit  und  ist  = Drehimpulserhaltung :-) 

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(q1 − q2)

f1 = 1 f2 = 1 Q = p1 + p2

L =
1
2 ( ·q2

1 + ·q2
2) − V(aq1 − bq2)

f1 = b f2 = a Q = bp1 + ap2

L =
m
2 ( ·x2 + ·y2) − V(x2 + y2)

fx = + y fy = − x Q = pxy − pyx



 Noether Theorem

Translationssymmetrie im Raum führt zur Impulserhaltung 

Rotationssymmetrie im Raum führt zur Drehimpulserhaltung 

      Stärke des Lagrange-Formalismus am Beispiel des Doppelpendels 



 Doppelpendel

T = T1 + T2 =
m1

2
( ·x2

1 + ·y2
1) +

m2

2
( ·x2

2 + ·y2
2)

V = V1 + V2 = m1gy1 + m2gy2



 Zeittranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate  untersucht qi



 Zeittranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate  untersucht 
Was passiert bei Zeittranslationen? 

qi



 Zeittranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate  untersucht 
Was passiert bei Zeittranslationen? 

Im allgemeinen gilt 
 

qi

L = L(qi, ·qi, t)



 Zeittranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate  untersucht 
Was passiert bei Zeittranslationen? 

Im allgemeinen gilt 
 also z.B.  

qi

L = L(qi, ·qi, t) L(qi, ·qi, t) = T + V(qi, t)



 Zeittranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate  untersucht 
Was passiert bei Zeittranslationen? 

Im allgemeinen gilt 
 also z.B.  

Gibt es keine explizite Zeitabhängigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System 
invariant unter Zeittranslationen  

qi

L = L(qi, ·qi, t) L(qi, ·qi, t) = T + V(qi, t)



 Zeittranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate  untersucht 
Was passiert bei Zeittranslationen? 

Im allgemeinen gilt 
 also z.B.  

Gibt es keine explizite Zeitabhängigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System 
invariant unter Zeittranslationen  

Wie sieht die Zeitabhängigkeit von   aus? 

qi

L = L(qi, ·qi, t) L(qi, ·qi, t) = T + V(qi, t)

L = L(qi, ·qi, t)



 Zeittranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate  untersucht 
Was passiert bei Zeittranslationen? 

Im allgemeinen gilt 
 also z.B.  

Gibt es keine explizite Zeitabhängigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System 
invariant unter Zeittranslationen  

Wie sieht die Zeitabhängigkeit von   aus? 

 

qi

L = L(qi, ·qi, t) L(qi, ·qi, t) = T + V(qi, t)

L = L(qi, ·qi, t)
dL
dt

=



 Zeittranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate  untersucht 
Was passiert bei Zeittranslationen? 

Im allgemeinen gilt 
 also z.B.  

Gibt es keine explizite Zeitabhängigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System 
invariant unter Zeittranslationen  

Wie sieht die Zeitabhängigkeit von   aus? 

 

qi

L = L(qi, ·qi, t) L(qi, ·qi, t) = T + V(qi, t)

L = L(qi, ·qi, t)
dL
dt

= ∑
i ( ∂L

∂qi

·qi)



 Zeittranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate  untersucht 
Was passiert bei Zeittranslationen? 

Im allgemeinen gilt 
 also z.B.  

Gibt es keine explizite Zeitabhängigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System 
invariant unter Zeittranslationen  

Wie sieht die Zeitabhängigkeit von   aus? 

 

qi

L = L(qi, ·qi, t) L(qi, ·qi, t) = T + V(qi, t)

L = L(qi, ·qi, t)
dL
dt

= ∑
i ( ∂L

∂qi

·qi +
∂L
∂ ·qi

··qi)



 Zeittranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate  untersucht 
Was passiert bei Zeittranslationen? 

Im allgemeinen gilt 
 also z.B.  

Gibt es keine explizite Zeitabhängigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System 
invariant unter Zeittranslationen  

Wie sieht die Zeitabhängigkeit von   aus? 

 

qi

L = L(qi, ·qi, t) L(qi, ·qi, t) = T + V(qi, t)

L = L(qi, ·qi, t)
dL
dt

= ∑
i ( ∂L

∂qi

·qi +
∂L
∂ ·qi

··qi) +
∂L
∂t



 Zeittranslationsinvarianz

Bisher Symmetrien in den Koordinate  untersucht 
Was passiert bei Zeittranslationen? 

Im allgemeinen gilt 
 also z.B.  

Gibt es keine explizite Zeitabhängigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System 
invariant unter Zeittranslationen  

Wie sieht die Zeitabhängigkeit von   aus? 

 

Mit Euler-Lagrange wird dies zu 

qi

L = L(qi, ·qi, t) L(qi, ·qi, t) = T + V(qi, t)

L = L(qi, ·qi, t)
dL
dt

= ∑
i ( ∂L

∂qi

·qi +
∂L
∂ ·qi

··qi) +
∂L
∂t



 Zeittranslationsinvarianz
Bisher Symmetrien in den Koordinate  untersucht 

Was passiert bei Zeittranslationen? 

Im allgemeinen gilt 
 also z.B.  

Gibt es keine explizite Zeitabhängigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System 
invariant unter Zeittranslationen  

Wie sieht die Zeitabhängigkeit von   aus? 

 

Mit Euler-Lagrange wird dies zu 

 

qi

L = L(qi, ·qi, t) L(qi, ·qi, t) = T + V(qi, t)

L = L(qi, ·qi, t)
dL
dt

= ∑
i ( ∂L

∂qi

·qi +
∂L
∂ ·qi

··qi) +
∂L
∂t

dL
dt

= ∑
i

( ·pi
·qi + pi

··qi) +
∂L
∂t



 Zeittranslationsinvarianz
Bisher Symmetrien in den Koordinate  untersucht 

Was passiert bei Zeittranslationen? 

Im allgemeinen gilt 
 also z.B.  

Gibt es keine explizite Zeitabhängigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System 
invariant unter Zeittranslationen  

Wie sieht die Zeitabhängigkeit von   aus? 

 

Mit Euler-Lagrange wird dies zu 

 

qi

L = L(qi, ·qi, t) L(qi, ·qi, t) = T + V(qi, t)

L = L(qi, ·qi, t)
dL
dt

= ∑
i ( ∂L

∂qi

·qi +
∂L
∂ ·qi

··qi) +
∂L
∂t

dL
dt

= ∑
i

( ·pi
·qi + pi

··qi) +
∂L
∂t

=
d
dt ∑

i

pi
·qi +

∂L
∂t



 Zeittranslationsinvarianz
Bisher Symmetrien in den Koordinate  untersucht 

Was passiert bei Zeittranslationen? 

Im allgemeinen gilt 
 also z.B.  

Gibt es keine explizite Zeitabhängigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System 
invariant unter Zeittranslationen  

Wie sieht die Zeitabhängigkeit von   aus? 

 

Mit Euler-Lagrange wird dies zu 

 

oder 

qi

L = L(qi, ·qi, t) L(qi, ·qi, t) = T + V(qi, t)

L = L(qi, ·qi, t)
dL
dt

= ∑
i ( ∂L

∂qi

·qi +
∂L
∂ ·qi

··qi) +
∂L
∂t

dL
dt

= ∑
i

( ·pi
·qi + pi

··qi) +
∂L
∂t

=
d
dt ∑

i

pi
·qi +

∂L
∂t

−
∂L
∂t

=
d
dt (∑

i

pi
·qi − L)



 Zeittranslationsinvarianz
Bisher Symmetrien in den Koordinate  untersucht 

Was passiert bei Zeittranslationen? 

Im allgemeinen gilt 
 also z.B.  

Gibt es keine explizite Zeitabhängigkeit der Lagrange-Funktion, dann heisst das System 
invariant unter Zeittranslationen  

Wie sieht die Zeitabhängigkeit von   aus? 

 

Mit Euler-Lagrange wird dies zu 

 

oder 

qi

L = L(qi, ·qi, t) L(qi, ·qi, t) = T + V(qi, t)

L = L(qi, ·qi, t)
dL
dt

= ∑
i ( ∂L

∂qi

·qi +
∂L
∂ ·qi

··qi) +
∂L
∂t

dL
dt

= ∑
i

( ·pi
·qi + pi

··qi) +
∂L
∂t

=
d
dt ∑

i

pi
·qi +

∂L
∂t

−
∂L
∂t

=
d
dt (∑

i

pi
·qi − L)

=:H



 Zeittranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion 

 H = ∑
i

pi
·qi − L



 Zeittranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion 

 

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit 
von der Zeit abhängt 

  

H = ∑
i

pi
·qi − L



 Zeittranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion 

 

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit 
von der Zeit abhängt 

  

 

H = ∑
i

pi
·qi − L

−
∂L
∂t

=
d
dt

H



 Zeittranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion 

 

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit 
von der Zeit abhängt 

  

 

Beispiel:  

H = ∑
i

pi
·qi − L

−
∂L
∂t

=
d
dt

H

L =
m
2

·q2 − V(q)



 Zeittranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion 

 

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit 
von der Zeit abhängt 

  

 

Beispiel:  mit  

H = ∑
i

pi
·qi − L

−
∂L
∂t

=
d
dt

H

L =
m
2

·q2 − V(q) p :=
∂L
∂ ·q

= m ·q



 Zeittranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion 

 

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit 
von der Zeit abhängt 

  

 

Beispiel:  mit  

damit lautet die Hamilton-Funktion 

H = ∑
i

pi
·qi − L

−
∂L
∂t

=
d
dt

H

L =
m
2

·q2 − V(q) p :=
∂L
∂ ·q

= m ·q



 Zeittranslationsinvarianz

Wir definieren nun die Hamilton-Funktion 

 

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit 
von der Zeit abhängt 

  

 

Beispiel:  mit  

damit lautet die Hamilton-Funktion  

H = ∑
i

pi
·qi − L

−
∂L
∂t

=
d
dt

H

L =
m
2

·q2 − V(q) p :=
∂L
∂ ·q

= m ·q

H = p ·q − L



 Zeittranslationsinvarianz
Wir definieren nun die Hamilton-Funktion 

 

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit 
von der Zeit abhängt 

  

 

Beispiel:  mit  

damit lautet die Hamilton-Funktion  

H = ∑
i

pi
·qi − L

−
∂L
∂t

=
d
dt

H

L =
m
2

·q2 − V(q) p :=
∂L
∂ ·q

= m ·q

H = p ·q − L = m ·q2 −
m
2

·q2 + V(q)



 Zeittranslationsinvarianz
Wir definieren nun die Hamilton-Funktion 

 

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit 
von der Zeit abhängt 

  

 

Beispiel:  mit  

damit lautet die Hamilton-Funktion  

H = ∑
i

pi
·qi − L

−
∂L
∂t

=
d
dt

H

L =
m
2

·q2 − V(q) p :=
∂L
∂ ·q

= m ·q

H = p ·q − L = m ·q2 −
m
2

·q2 + V(q) =
m
2

·q2 + V(q)



 Zeittranslationsinvarianz
Wir definieren nun die Hamilton-Funktion 

 

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit 
von der Zeit abhängt 

  

 

Beispiel:  mit  

damit lautet die Hamilton-Funktion  

Dies entspricht der gesamten Energie!!!! 

H = ∑
i

pi
·qi − L

−
∂L
∂t

=
d
dt

H

L =
m
2

·q2 − V(q) p :=
∂L
∂ ·q

= m ·q

H = p ·q − L = m ·q2 −
m
2

·q2 + V(q) =
m
2

·q2 + V(q)



 Zeittranslationsinvarianz
Wir definieren nun die Hamilton-Funktion 

 

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit 
von der Zeit abhängt 

  

 

Beispiel:  mit  

damit lautet die Hamilton-Funktion  

Dies entspricht der gesamten Energie!!!! 
Zeittranslationsinvarianz bedeutet also Energieerhaltung   

H = ∑
i

pi
·qi − L

−
∂L
∂t

=
d
dt

H

L =
m
2

·q2 − V(q) p :=
∂L
∂ ·q

= m ·q

H = p ·q − L = m ·q2 −
m
2

·q2 + V(q) =
m
2

·q2 + V(q)



 Zeittranslationsinvarianz
Wir definieren nun die Hamilton-Funktion 

 

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit 
von der Zeit abhängt 

  

 

Beispiel:  mit  

damit lautet die Hamilton-Funktion  

Dies entspricht der gesamten Energie!!!! 
Zeittranslationsinvarianz bedeutet also Energieerhaltung   

Anstatt von  kann die Hamilton-Funktion auch durch die Impulse und die 
Koordinaten ausgedrückt werden: 

H = ∑
i

pi
·qi − L

−
∂L
∂t

=
d
dt

H

L =
m
2

·q2 − V(q) p :=
∂L
∂ ·q

= m ·q

H = p ·q − L = m ·q2 −
m
2

·q2 + V(q) =
m
2

·q2 + V(q)

H = H( ·q, q)



 Zeittranslationsinvarianz
Wir definieren nun die Hamilton-Funktion 

 

und finden, dass diese zeitlich konstant ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit 
von der Zeit abhängt 

  

 

Beispiel:  mit  

damit lautet die Hamilton-Funktion  

Dies entspricht der gesamten Energie!!!! 
Zeittranslationsinvarianz bedeutet also Energieerhaltung   

Anstatt von  kann die Hamilton-Funktion auch durch die Impulse und die 

Koordinaten ausgedrückt werden:  

H = ∑
i

pi
·qi − L

−
∂L
∂t

=
d
dt

H

L =
m
2

·q2 − V(q) p :=
∂L
∂ ·q

= m ·q

H = p ·q − L = m ·q2 −
m
2

·q2 + V(q) =
m
2

·q2 + V(q)

H = H( ·q, q)

H = H(p, q) =
p2

2m
+ V(q)



 Zeittranslationsinvarianz

Hamilton-Funktion  H = H(p, q) =
p2

2m
+ V(q)



 Zeittranslationsinvarianz

Hamilton-Funktion  

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen 
für die Hamilton-Funktion folgen 

H = H(p, q) =
p2

2m
+ V(q)



 Zeittranslationsinvarianz

Hamilton-Funktion  

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen 
für die Hamilton-Funktion folgen 

 und  

H = H(p, q) =
p2

2m
+ V(q)

·p = −
∂H
∂q

·q = +
∂H
∂p



 Zeittranslationsinvarianz

Hamilton-Funktion  

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen 
für die Hamilton-Funktion folgen 

 und  

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen 

H = H(p, q) =
p2

2m
+ V(q)

·p = −
∂H
∂q

·q = +
∂H
∂p



 Zeittranslationsinvarianz

Hamilton-Funktion  

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen 
für die Hamilton-Funktion folgen 

 und  

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen 

Beispiel: harmonischer Oszillator 

H = H(p, q) =
p2

2m
+ V(q)

·p = −
∂H
∂q

·q = +
∂H
∂p



 Zeittranslationsinvarianz
Hamilton-Funktion  

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen 
für die Hamilton-Funktion folgen 

 und  

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen 

Beispiel: harmonischer Oszillator 

 

H = H(p, q) =
p2

2m
+ V(q)

·p = −
∂H
∂q

·q = +
∂H
∂p

H(p, q) =
p2

2m
+

m
2

ω2q2



 Zeittranslationsinvarianz
Hamilton-Funktion  

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen 
für die Hamilton-Funktion folgen 

 und  

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen 

Beispiel: harmonischer Oszillator 

 

  

H = H(p, q) =
p2

2m
+ V(q)

·p = −
∂H
∂q

·q = +
∂H
∂p

H(p, q) =
p2

2m
+

m
2

ω2q2

·p = −
∂H
∂q



 Zeittranslationsinvarianz
Hamilton-Funktion  

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen 
für die Hamilton-Funktion folgen 

 und  

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen 

Beispiel: harmonischer Oszillator 

 

  

H = H(p, q) =
p2

2m
+ V(q)

·p = −
∂H
∂q

·q = +
∂H
∂p

H(p, q) =
p2

2m
+

m
2

ω2q2

·p = −
∂H
∂q

= − mω2q



 Zeittranslationsinvarianz
Hamilton-Funktion  

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen 
für die Hamilton-Funktion folgen 

 und  

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen 

Beispiel: harmonischer Oszillator 

 

  

  

H = H(p, q) =
p2

2m
+ V(q)

·p = −
∂H
∂q

·q = +
∂H
∂p

H(p, q) =
p2

2m
+

m
2

ω2q2

·p = −
∂H
∂q

= − mω2q

·q = +
∂H
∂p



 Zeittranslationsinvarianz
Hamilton-Funktion  

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen 
für die Hamilton-Funktion folgen 

 und  

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen 

Beispiel: harmonischer Oszillator 

 

  

  

H = H(p, q) =
p2

2m
+ V(q)

·p = −
∂H
∂q

·q = +
∂H
∂p

H(p, q) =
p2

2m
+

m
2

ω2q2

·p = −
∂H
∂q

= − mω2q

·q = +
∂H
∂p

=
p
m



 Zeittranslationsinvarianz
Hamilton-Funktion  

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen 
für die Hamilton-Funktion folgen 

 und  

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen 

Beispiel: harmonischer Oszillator 

 

  

  

Damit folgt: 

H = H(p, q) =
p2

2m
+ V(q)

·p = −
∂H
∂q

·q = +
∂H
∂p

H(p, q) =
p2

2m
+

m
2

ω2q2

·p = −
∂H
∂q

= − mω2q

·q = +
∂H
∂p

=
p
m

··p = − mω2 ·q



 Zeittranslationsinvarianz
Hamilton-Funktion  

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen 
für die Hamilton-Funktion folgen 

 und  

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen 

Beispiel: harmonischer Oszillator 

 

  

  

Damit folgt: 

H = H(p, q) =
p2

2m
+ V(q)

·p = −
∂H
∂q

·q = +
∂H
∂p

H(p, q) =
p2

2m
+

m
2

ω2q2

·p = −
∂H
∂q

= − mω2q

·q = +
∂H
∂p

=
p
m

··p = − mω2 ·q = − ω2p



 Zeittranslationsinvarianz
Hamilton-Funktion  

Man kann nun zeigen, dass aus den Euler-Lagrange Gleichungen folgende Gleichungen 
für die Hamilton-Funktion folgen 

 und  

Diese Gleichungen heissen kanonische Gleichungen 

Beispiel: harmonischer Oszillator 

 

  

  

Damit folgt:  welches wieder durch sin und cos gelöst wird! 

H = H(p, q) =
p2

2m
+ V(q)

·p = −
∂H
∂q

·q = +
∂H
∂p

H(p, q) =
p2

2m
+

m
2

ω2q2

·p = −
∂H
∂q

= − mω2q

·q = +
∂H
∂p

=
p
m

··p = − mω2 ·q = − ω2p



 Phasenraum
Beispiel: harmonischer Oszillator 

 H(p, q) =
p2

2m
+

m
2

ω2q2



 Phasenraum
Beispiel: harmonischer Oszillator 

 

setze  und  und erhalte 

H(p, q) =
p2

2m
+

m
2

ω2q2

m =
1
2

ω = 2



 Phasenraum
Beispiel: harmonischer Oszillator 

 

setze  und  und erhalte 

 

H(p, q) =
p2

2m
+

m
2

ω2q2

m =
1
2

ω = 2

H(p, q) = p2 + q2



 Phasenraum
Beispiel: harmonischer Oszillator 

 

setze  und  und erhalte 

 

Im Phasenraum -Ebene ist dies ein Kreis! 

H(p, q) =
p2

2m
+

m
2

ω2q2

m =
1
2

ω = 2

H(p, q) = p2 + q2

(p, q)



 Phasenraum
Beispiel: harmonischer Oszillator 

 

setze  und  und erhalte 

 

Im Phasenraum -Ebene ist dies ein Kreis! 

H(p, q) =
p2

2m
+

m
2

ω2q2

m =
1
2

ω = 2

H(p, q) = p2 + q2

(p, q)



 Phasenraum
Beispiel: harmonischer Oszillator ohne Näherung  sin ϕ ≈ ϕ



 Ende 8. Vorlesung 




