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beim harmonischen OszillatorStreuung an Kastenpotential



 Wdh.: 100 a Quantentheorie 



 Wdh.: 100 a Quantentheorie 

Heisenberg

Jordan



 Wdh.: 100 a Quantentheorie 

iℏ
∂ψ
∂t

= [−
ℏ2

2m
∂2

∂x2
+ V(x)] ψ

Schrödinger-Gleichung, Anfang 1926

Schrödinger konnte 1926 zeigen,  
dass dies äquivalent zu Heisenbergs  

Matrizenmechanik ist

Dirac, 1928 
QM + spezielle Relativitätstheorie 

=> es gibt Antimaterie

Neumann, 1932 
Mathematische Grundlagen 
der Quantenmechanik“

Pauli 
1925 Spin 

1926 H-Atom 



 Wdh.: 100 a Quantentheorie 
Seit 1900 viele verschiedene, irritierende, experimentelle Ergebnisse  

Klassisch: Licht = Welle, Materie = Teilchen

Neu: Licht verhält sich wie Teilchen,  
z.B. Hohlraumstrahlung, Photoeffekt, Comptoneffekt

Neu: Materie verhält sich wie Wellen,  
z.B. Doppelspaltversuch

Neu: kontinuierliche Größen wir Energie, sind nicht kontinuierlich,  
sondern diskret, z.B. H-Atom, Stern-Gerlach Versuch   

Welle-Teilchen Dualismus



 Wdh.: 100 a Quantentheorie 
Exp.: Hohlraumstrahlung, Photoeffekt, Comptoneffekt,  Stern-Gerlach Versuch 

Pdf Datei kann bei Springer 
kostenlos runtergeladen werden



 Wdh.: 100 a Quantentheorie 
Zu Beginn (i.e. 1925+x, ) waren diese Forschungen  

reinste Erkenntnisgewinnung,  
ohne irgendeinen Bezug zu Anwendung 

Experimente konnte mit Hilfe von  
sehr abstrakter Mathematik beschrieben werden  

(unendlich dimensional Vektorräume)

x ≥ 0

Teilaspekte davon  
werden wir in  

diesem Semester 
lernen

Warum sind  
Atomspektren  

diskret?



 Wdh.: 100 a Quantentheorie 
2025



 Wdh.: 100 a Quantentheorie 



 Wdh.: 100 a Quantentheorie 



 Wdh.: Dynamische Systeme 

Einfachstes Beispiel in der Mechanik 

Ein 2-Zustandssystem = 1 Bit 

Relativ trivial



 Wdh.: Dynamische Systeme 
Beispiel: System mit zwei Zuständen 

Z. B. Münze: Kopf  oder Zahl  zeigt nach oben         Freiheitsgrad: Variable, die das 

                                                                                        System beschreibt, hier   :

                                                                                        Kopf: 

                                                                                        Zahl:  


Dynamische Gesetze                                                      Mathematische Formel: System 

                                                                                        zur Zeit : 

A) Mache nichts:

      …….              

                                                                                        

     …..


B) Ändere immer den Zustand:


     …

                                                                                           

    …


K Z
σ

σ = + 1
σ = − 1

n σ(n)

KKKKKKKKKKKKKK
σ(n + 1) = σ(n)

ZZZZZZZZZZZZZZZZZ

ZKZKZKZKZKZKZKZK
σ(n + 1) = − σ(n)

KZKZKZKZKZKZKZKZ

K

Z

K

Z

K Z



Wdh.: Mechanik vs. Quantenmechanik 

Intuitiv - entspricht unserer 
Vorstellungswelt 

Objekt, wie Ball, hat klar 
 definierten Ort  

und Geschwindigkeit 

Evolution unseres Geistes 
hat sich in der   

makroskopischen  
Welt abgespielt   

Kann mit Mathematik  
dargestellt werden 

Quantenmechanik (QM) ist fundamentaler als Mechanik 
Mechanik kann aus QM abgeleitet werden

Unintuitiv - entspricht nicht unserer 
Vorstellungswelt 

Objekt, wie Elektron, hat  
keinen klar 

 definierten Ort  
und Geschwindigkeit 

Evolution unseres Geistes 
hat sich nicht in der   

mikroskopischen  
Welt abgespielt   

Kann mit Mathematik  
dargestellt werden 



Wdh.: Mechanik vs. Quantenmechanik 

Was ist so schwierig an QM?       

1) Mathematik? Ja, aber das gilt auch für Mechanik 

2) Mathematische Abstraktion?  
             Wir haben nie die Bewegung eines Elektrons erfahren 
             Aber mathematische Abstraktion gibt es auch in der Mechanik

1) In der QM gibt es fundamental unterschiedliche Abstraktionen: 
QM Zustand  Mechanik Zustand 

2)  Zustand und Messung 
Mechanik: Zustand  Messung   
           QM: Zustand  Messung   

≠

≡
≠

Wirkliche Unterschiede:



Wdh.: Dynamische Systeme 

Einfachstes Beispiel in der Quanten Mechanik 

Ein 2-Zustandssystem = 1 Quanten Bit (Qbit) 

Höchst nicht-trivial



Spin: nicht-klassische Eigenschaft eines Elementarteilchens 

Elektron hat verschiedene Eigenschaften neben der Position im Raum:  
Ladung, Masse und Spin 

 Coulomb 
 kg 

  (Einheit vom Drehimpuls) oft als  abgekürzt 

Kein klassisches Analogon - wird aber trotzdem oft als Pfeil verdeutlicht 

Wir betrachten den Spin - losgelöst vom Elektron 
Dies ist ein Beispiel für ein Q-bit 

Wir betrachten einen Spin mit den zwei Einstellungsmöglichkeiten 
  und  

Erste Frage: Welche Bedeutung hat der Messprozess? 
Neben dem zu untersuchenden System gibt es den Messapparat  

der den Zustand des Systems misst und dabei mit dem System  
wechselwirkt.

qe = − 1,602 ⋅ 10−19

me = 9,109 ⋅ 10−31

se ≈ ± 5 ⋅ 10−35 kgm2

s
= ± ℏ

2
±1

σ = + 1 σ = − 1

𝒜

 Wdh.: 1 Quanten Bit 



Annahme:  
1) unser System (Spin) hat 2 Zustände  
2) Der Messapparat  wechselwirkt mit dem System 
                                       und gibt einen Wert für  (  bzw. oben/unten) aus 
3) Wir stellen uns den Messapparat  als “Black Box” vor - d.h. wir kennen 
                                       sein Inneres nicht 
4) Die Ausrichtung des Messapparat  wird auch immer angezeigt 
5) Nach einer Messung kann der Messapparat wieder zurückgesetzt werden 
 

±1
𝒜

σ ±1
𝒜

𝒜

Messapparat 𝒜

Wdh.: 1 Quanten Bit 



Beispiele für Messergebnisse:  
 Wdh.: 1 Quanten Bit 

Vor der Messung Nach der Messung

?

Spin Spin

+1

Messung = 
Wechselwirkung 
von  mit Spin𝒜



Beispiele für Messergebnisse:  
 Wdh.: 1 Quanten Bit 

Wenn wir folgendes Zeitentwicklungsgesetz haben 

 

Dann wird auch jede weitere Messung an diesem Spin 

den Wert +1 ergeben

σ(n + 1) = σ(n)



Beispiele für Messergebnisse:  

 Wdh.: 1 Quanten Bit 

Vor der Messung Nach der Messung

?

Spin Spin

+1

Messung = 
Wechselwirkung 
von  mit Spin𝒜

Dieses Ergebnis ist keine logische/offensichtliche Konsequenz 
sondern eine experimentelle Tatsache, 

die nun verstanden/interpretiert werden muss

Spin ist jetzt 
anders  

ausgerichtet!



Beispiele für Messergebnisse:  
 Wdh.: 1 Quanten Bit 

Wenn wir folgendes Zeitentwicklungsgesetz haben 

 

Dann wird auch jede weitere Messung an diesem Spin  

den Wert +1 ergeben 

Die 1. Messung hat den Spin im Zustand +1 präpariert

σ(n + 1) = σ(n)



Beispiele für Messergebnisse:  

 Wdh.: 1 Quanten Bit 

Vor der Messung Nach der Messung

?
Spin Spin

-1

Messung = 
Wechselwirkung 
von  mit Spin𝒜

Dieses Ergebnis ist keine logische/offensichtliche Konsequenz 
sondern eine experimentelle Tatsache, 

die nun verstanden/interpretiert werden muss



 Wdh.: 1 Quanten Bit

1. Interpretation: 
  

Die Messung scheint scheinbar 
die z-Komponente des Spins  

relativ zur Ausrichtung des Messapparats  
anzugeben



Beispiele für Messergebnisse:  

Wdh.: 1 Quanten Bit 

Vor der Messung Nach der Messung

?
Spin

Spin

Messung = 
Wechselwirkung 
von  mit Spin𝒜

-1

+150%

50%

Dieses Ergebnis ist keine logische/offensichtliche Konsequenz 
sondern eine experimentelle Tatsache, 

die nun verstanden/interpretiert werden muss



Wdh.: 1 Quanten Bit 

Macht man viele unabhängige Messungen,  
dann wird man  

eine zufällige Reihe von +1 und -1 bekommen 

+1, +1, -1, +1, +1, -1, -1, 1-,… 

Der Mittelwert der Reihe ist aber gleich Null! 

Für eine einzelne Messung gibt es keinen Determinismus mehr! 
Es kann nur eine Wahrscheinlichkeit angegeben werden.

 unabhängige Messungen bedeutet: 
Wir haben  identische Kopien von unserem System mit einem Spin und einem 

Messapparat und machen dann jeweils eine Messung in jedem System 

N
N

Was passiert, wenn wir am selben System  Messungen hintereinander machenN



Beispiele für Messergebnisse:  
Wdh.: 1 Quanten Bit 

Was passiert, wenn wir am selben System  Messungen hintereinander machenN

Die Messung beeinflusst das System!!!! 
(Präpariert den Zustand)



Beispiele für Messergebnisse:  

 Wdh.: 1 Quanten Bit 

Vor der Messung Nach der Messung

?

Spin

Spin

Messung = 
Wechselwirkung 
von  mit Spin𝒜

Dieses Ergebnis ist keine logische/offensichtliche Konsequenz 
sondern eine experimentelle Tatsache, 

die nun verstanden/interpretiert werden muss

-1

+11 + cos θ

2

θ

1 − cos θ
2



Beispiele für Messergebnisse:  
 Wdh.: 1 Quanten Bit 

Macht man viele unabhängige Messungen, dann bekommt 
man den Mittelwert 

 

Dies kann auch als Skalarprodukt der beiden Einheitsvektoren in 
Richtung des Spin  und des Messapparates  geschrieben werden

⟨σ⟩ =
1 + cos θ

2
(+1) +

1 − cos θ
2

(−1) = cos θ

⃗s ⃗𝒜

Für eine einzelne Messung gibt es keinen Determinismus mehr!
⃗𝒜

⃗s

⟨σ⟩ = ⃗s ⋅ ⃗𝒜 = cos θ



Beispiele für Messergebnisse:  
Wdh.: 1 Quanten Bit 

Was passiert, wenn wir am selben System  Messungen hintereinander machenN

Die Messung beeinflusst das System!!!! 
(Man präpariert den Zustand)



 Wdh.: Messungen haben immer einen Einfluss 

Makroskopische Welt



Wdh.: Messungen haben immer einen Einfluss 

Mikroskopische Welt



 Wdh.: Messungen haben immer einen Einfluss 

In der mikroskopischen Welt beeinflusst eine Messung immer das System 

In unseren vorhergehenden Beispielen wird der Zustand des 
Systems durch die Messung geändert 

Später sprechen wir von einem  
Kollaps der Wellenfunktion 

bei der Messung



Zustände 

In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 

  



Zustände 

In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 
1. Beispiel Münze: 

  



Zustände 

In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 
1. Beispiel Münze: Zustandsraum  

  

= {K, Z}



Zustände 

In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 
1. Beispiel Münze: Zustandsraum  
2. Beispiel Würfel: 

  

= {K, Z}



Zustände 

In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 
1. Beispiel Münze: Zustandsraum  
2. Beispiel Würfel: Zustandsraum  

  

= {K, Z}
= {1,2,3,4,5,6}



Zustände 

In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 
1. Beispiel Münze: Zustandsraum  
2. Beispiel Würfel: Zustandsraum  

  Boolsche Algebra 

= {K, Z}
= {1,2,3,4,5,6}



Zustände 

In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 
1. Beispiel Münze: Zustandsraum  
2. Beispiel Würfel: Zustandsraum  

  Boolsche Algebra 

Es gibt Wahrheitswerte für Aussagen:  

= {K, Z}
= {1,2,3,4,5,6}



Zustände 

In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 
1. Beispiel Münze: Zustandsraum  
2. Beispiel Würfel: Zustandsraum  

  Boolsche Algebra 

Es gibt Wahrheitswerte für Aussagen:  
 richtig,  falsch - gehören zu verschieden Untermengen 

= {K, Z}
= {1,2,3,4,5,6}

r f



Zustände 

In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 
1. Beispiel Münze: Zustandsraum  
2. Beispiel Würfel: Zustandsraum  

  Boolsche Algebra 

Es gibt Wahrheitswerte für Aussagen:  
 richtig,  falsch - gehören zu verschieden Untermengen 

Beispiel:  

A. Der Würfel zeigt eine gerade Zahl:          

= {K, Z}
= {1,2,3,4,5,6}

r f



Zustände 

In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 
1. Beispiel Münze: Zustandsraum  
2. Beispiel Würfel: Zustandsraum  

  Boolsche Algebra 

Es gibt Wahrheitswerte für Aussagen:  
 richtig,  falsch - gehören zu verschieden Untermengen 

Beispiel:  
A. Der Würfel zeigt eine gerade Zahl:          ;      

= {K, Z}
= {1,2,3,4,5,6}

r f

r = {2,4,6} f = {1,3,5}



Zustände 

In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 
1. Beispiel Münze: Zustandsraum  
2. Beispiel Würfel: Zustandsraum  

  Boolsche Algebra 

Es gibt Wahrheitswerte für Aussagen:  
 richtig,  falsch - gehören zu verschieden Untermengen 

Beispiel:  
A. Der Würfel zeigt eine gerade Zahl:          ;      
B. Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4: 

= {K, Z}
= {1,2,3,4,5,6}

r f

r = {2,4,6} f = {1,3,5}



Zustände 

In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 
1. Beispiel Münze: Zustandsraum  
2. Beispiel Würfel: Zustandsraum  

  Boolsche Algebra 

Es gibt Wahrheitswerte für Aussagen:  
 richtig,  falsch - gehören zu verschieden Untermengen 

Beispiel:  
A. Der Würfel zeigt eine gerade Zahl:          ;      
B. Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4: ;      

= {K, Z}
= {1,2,3,4,5,6}

r f

r = {2,4,6} f = {1,3,5}
r = {1,2,3} f = {4,5,6}



Zustände 
In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 
1. Beispiel Münze: Zustandsraum  
2. Beispiel Würfel: Zustandsraum  

  Boolsche Algebra 

Es gibt Wahrheitswerte für Aussagen:  
 richtig,  falsch - gehören zu verschieden Untermengen 

Beispiel:  
A. Der Würfel zeigt eine gerade Zahl:          ;      
B. Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4: ;      

Es gibt Gegen-Aussagen:  

= {K, Z}
= {1,2,3,4,5,6}

r f

r = {2,4,6} f = {1,3,5}
r = {1,2,3} f = {4,5,6}



Zustände 
In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 
1. Beispiel Münze: Zustandsraum  
2. Beispiel Würfel: Zustandsraum  

  Boolsche Algebra 

Es gibt Wahrheitswerte für Aussagen:  
 richtig,  falsch - gehören zu verschieden Untermengen 

Beispiel:  
A. Der Würfel zeigt eine gerade Zahl:          ;      
B. Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4: ;      

Es gibt Gegen-Aussagen:  

Beispiel:  
Not A: Der Würfel zeigt keine gerade Zahl:  

= {K, Z}
= {1,2,3,4,5,6}

r f

r = {2,4,6} f = {1,3,5}
r = {1,2,3} f = {4,5,6}



Zustände 
In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 
1. Beispiel Münze: Zustandsraum  
2. Beispiel Würfel: Zustandsraum  

  Boolsche Algebra 

Es gibt Wahrheitswerte für Aussagen:  
 richtig,  falsch - gehören zu verschieden Untermengen 

Beispiel:  
A. Der Würfel zeigt eine gerade Zahl:          ;      
B. Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4: ;      

Es gibt Gegen-Aussagen:  

Beispiel:  
Not A: Der Würfel zeigt keine gerade Zahl:         ;  

= {K, Z}
= {1,2,3,4,5,6}

r f

r = {2,4,6} f = {1,3,5}
r = {1,2,3} f = {4,5,6}

r = {1,3,5} f = {2,4,6}



Zustände 
In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 
1. Beispiel Münze: Zustandsraum  
2. Beispiel Würfel: Zustandsraum  

  Boolsche Algebra 

Es gibt Wahrheitswerte für Aussagen:  
 richtig,  falsch - gehören zu verschieden Untermengen 

Beispiel:  
A. Der Würfel zeigt eine gerade Zahl:          ;      
B. Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4: ;      

Es gibt Gegen-Aussagen:  

Beispiel:  
Not A: Der Würfel zeigt keine gerade Zahl:           ;  
Not B: Der Würfel zeigt keine Zahl kleiner als 4:

= {K, Z}
= {1,2,3,4,5,6}

r f

r = {2,4,6} f = {1,3,5}
r = {1,2,3} f = {4,5,6}

r = {1,3,5} f = {2,4,6}



Zustände 
In der klassischen Physik ist der Zustandsraum eine mathematische Menge: 
1. Beispiel Münze: Zustandsraum  
2. Beispiel Würfel: Zustandsraum  

  Boolsche Algebra 

Es gibt Wahrheitswerte für Aussagen:  
 richtig,  falsch - gehören zu verschieden Untermengen 

Beispiel:  
A. Der Würfel zeigt eine gerade Zahl:          ;      
B. Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4: ;      

Es gibt Gegen-Aussagen:  

Beispiel:  
Not A: Der Würfel zeigt keine gerade Zahl:         ;  
Not B: Der Würfel zeigt keine Zahl kleiner als 4: ; 

= {K, Z}
= {1,2,3,4,5,6}

r f

r = {2,4,6} f = {1,3,5}
r = {1,2,3} f = {4,5,6}

r = {1,3,5} f = {2,4,6}
r = {4,5,6} f = {1,2,3}



Zustände 

Weitere Verknüpfungen (neben “not A”) von Aussagen: 
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Weitere Verknüpfungen (neben “not A”) von Aussagen: 

“A und B” sowohl A also auch B erfüllt 
A und B: Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4 und eine gerade Zahl:  



Zustände 

Weitere Verknüpfungen (neben “not A”) von Aussagen: 

“A und B” sowohl A also auch B erfüllt 
A und B: Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4 und eine gerade Zahl:  

 ;      r = {2} f = {1,3,4,5,6}



Zustände 

Weitere Verknüpfungen (neben “not A”) von Aussagen: 

“A und B” sowohl A also auch B erfüllt 
A und B: Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4 und eine gerade Zahl:  

 ;      
Schnittmenge 

r = {2} f = {1,3,4,5,6}



Zustände 

Weitere Verknüpfungen (neben “not A”) von Aussagen: 

“A und B” sowohl A also auch B erfüllt 
A und B: Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4 und eine gerade Zahl:  

 ;      
Schnittmenge 

“A oder B” A oder B erfüllt (kann auch beides sein) 

r = {2} f = {1,3,4,5,6}



Zustände 

Weitere Verknüpfungen (neben “not A”) von Aussagen: 

“A und B” sowohl A also auch B erfüllt 
A und B: Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4 und eine gerade Zahl:  

 ;      
Schnittmenge 

“A oder B” A oder B erfüllt (kann auch beides sein) 
A oder B: Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4 oder eine gerade Zahl:  

r = {2} f = {1,3,4,5,6}



Zustände 

Weitere Verknüpfungen (neben “not A”) von Aussagen: 

“A und B” sowohl A also auch B erfüllt 
A und B: Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4 und eine gerade Zahl:  

 ;      
Schnittmenge 

“A oder B” A oder B erfüllt (kann auch beides sein) 
A oder B: Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4 oder eine gerade Zahl:  

 ;      

r = {2} f = {1,3,4,5,6}

r = {1,2,3,4,6} f = {5}



Zustände 

Weitere Verknüpfungen (neben “not A”) von Aussagen: 

“A und B” sowohl A also auch B erfüllt 
A und B: Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4 und eine gerade Zahl:  

 ;      
Schnittmenge 

“A oder B” A oder B erfüllt (kann auch beides sein) 
A oder B: Der Würfel zeigt eine Zahl kleiner als 4 oder eine gerade Zahl:  

 ;      
Vereinigungsmenge 

r = {2} f = {1,3,4,5,6}

r = {1,2,3,4,6} f = {5}



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)
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Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin

Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

z +1
x +1



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin

Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

z +1
x +1



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin

Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  

z +1
x +1

z −1



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin
Mögliche Aussagen: 

A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  
Not B: die -Komponente vom Spin ist  

z +1
x +1

z −1
x −1



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  
Not B: die -Komponente vom Spin ist  

Wie steht es mit  
A und B: und  

z +1
x +1

z −1
x −1

z = + 1 x = + 1



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  
Not B: die -Komponente vom Spin ist  

Wie steht es mit  
A und B: und  

A oder B: oder  

z +1
x +1

z −1
x −1

z = + 1 x = + 1
z = + 1 x = + 1



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin
Mögliche Aussagen: 

A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  
Not B: die -Komponente vom Spin ist  

Wie steht es mit  
A und B: und  

A oder B: oder  

Wie testet man A oder B? 

z +1
x +1

z −1
x −1

z = + 1 x = + 1
z = + 1 x = + 1



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin

Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  
Not B: die -Komponente vom Spin ist  

Wie steht es mit  
A und B: und  

A oder B: oder  

Wie testet man A oder B? 
Schritt 1: Messe  

z +1
x +1

z −1
x −1

z = + 1 x = + 1
z = + 1 x = + 1

σz



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin

Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  
Not B: die -Komponente vom Spin ist  

Wie steht es mit  
A und B: und  

A oder B: oder  

Wie testet man A oder B? 
Schritt 1: Messe : +1 -> wahr 

z +1
x +1

z −1
x −1

z = + 1 x = + 1
z = + 1 x = + 1

σz



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin

Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  
Not B: die -Komponente vom Spin ist  

Wie steht es mit  
A und B: und  

A oder B: oder  

Wie testet man A oder B? 
Schritt 1: Messe : +1 -> wahr 

: -1

z +1
x +1

z −1
x −1

z = + 1 x = + 1
z = + 1 x = + 1

σz
σz



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin

Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  
Not B: die -Komponente vom Spin ist  

Wie steht es mit  
A und B: und  

A oder B: oder  

Wie testet man A oder B? 
Schritt 1: Messe : +1 -> wahr 

: -1: Schritt 2 Messe : 

z +1
x +1

z −1
x −1

z = + 1 x = + 1
z = + 1 x = + 1

σz
σz σx



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin

Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  
Not B: die -Komponente vom Spin ist  

Wie steht es mit  
A und B: und  

A oder B: oder  

Wie testet man A oder B? 
Schritt 1: Messe : +1 -> wahr 

: -1: Schritt 2 Messe : +1 -> wahr, sonst falsch  

z +1
x +1

z −1
x −1

z = + 1 x = + 1
z = + 1 x = + 1

σz
σz σx



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin

Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  
Not B: die -Komponente vom Spin ist  

Wie steht es mit  
A und B: und  

A oder B: oder  

Wie testet man A oder B? 
Schritt 1: Messe : +1 -> wahr 

: -1: Schritt 2 Messe : +1 -> wahr, sonst falsch  

Alternativ B oder A:

z +1
x +1

z −1
x −1

z = + 1 x = + 1
z = + 1 x = + 1

σz
σz σx



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin

Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  
Not B: die -Komponente vom Spin ist  

Wie steht es mit  
A und B: und  

A oder B: oder  

Wie testet man A oder B? 
Schritt 1: Messe : +1 -> wahr 

: -1: Schritt 2 Messe : +1 -> wahr, sonst falsch  

Alternativ B oder A: Schritt 1: Messe  

z +1
x +1

z −1
x −1

z = + 1 x = + 1
z = + 1 x = + 1

σz
σz σx

σx



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin

Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  
Not B: die -Komponente vom Spin ist  

Wie steht es mit  
A und B: und  

A oder B: oder  

Wie testet man A oder B? 
Schritt 1: Messe : +1 -> wahr 

: -1: Schritt 2 Messe : +1 -> wahr, sonst falsch  

Alternativ B oder A: Schritt 1: Messe : +1 -> wahr 

z +1
x +1

z −1
x −1

z = + 1 x = + 1
z = + 1 x = + 1

σz
σz σx

σx



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin

Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  
Not B: die -Komponente vom Spin ist  

Wie steht es mit  
A und B: und  

A oder B: oder  

Wie testet man A oder B? 
Schritt 1: Messe : +1 -> wahr 

: -1: Schritt 2 Messe : +1 -> wahr, sonst falsch  

Alternativ B oder A: Schritt 1: Messe : +1 -> wahr 
: -1:

z +1
x +1

z −1
x −1

z = + 1 x = + 1
z = + 1 x = + 1

σz
σz σx

σx
σx



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin

Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  
Not B: die -Komponente vom Spin ist  

Wie steht es mit  
A und B: und  

A oder B: oder  

Wie testet man A oder B? 
Schritt 1: Messe : +1 -> wahr 

: -1: Schritt 2 Messe : +1 -> wahr, sonst falsch  

Alternativ B oder A: Schritt 1: Messe : +1 -> wahr 
: -1: Schritt 2 Messe :  

z +1
x +1

z −1
x −1

z = + 1 x = + 1
z = + 1 x = + 1

σz
σz σx

σx
σx σz



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin

Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  
Not B: die -Komponente vom Spin ist  

Wie steht es mit  
A und B: und  

A oder B: oder  

Wie testet man A oder B? 
Schritt 1: Messe : +1 -> wahr 

: -1: Schritt 2 Messe : +1 -> wahr, sonst falsch  

Alternativ B oder A: Schritt 1: Messe : +1 -> wahr 
: -1: Schritt 2 Messe : +1 -> wahr, sonst falsch  

z +1
x +1

z −1
x −1

z = + 1 x = + 1
z = + 1 x = + 1

σz
σz σx

σx
σx σz



Zustände 
Test klassischer Aussagen: 

(Spin = Münze)

?

Spin

Mögliche Aussagen: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  
Sinnvoll und können getestet werden 

Ebenso 
Not A: die -Komponente vom Spin ist  
Not B: die -Komponente vom Spin ist  

Wie steht es mit  
A und B: und  

A oder B: oder  

Wie testet man A oder B? 
Schritt 1: Messe : +1 -> wahr 

: -1: Schritt 2 Messe : +1 -> wahr, sonst falsch  

Alternativ B oder A: Schritt 1: Messe : +1 -> wahr 
: -1: Schritt 2 Messe : +1 -> wahr, sonst falsch  

z +1
x +1

z −1
x −1

z = + 1 x = + 1
z = + 1 x = + 1

σz
σz σx

σx
σx σz

In klassischer Physik:   (A oder B)   =   (B oder A)



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Weiterhin: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

z +1
x +1



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Weiterhin: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

Annahme das System ist im Zustand  

z +1
x +1

σz = + 1



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin
Weiterhin: 

A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

Annahme das System ist im Zustand  

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A oder B) gilt 

z +1
x +1

σz = + 1

𝒜



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin Weiterhin: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

Annahme das System ist im Zustand  

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A oder B) gilt 

Methode 1: Messe  

z +1
x +1

σz = + 1

𝒜

σz



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin Weiterhin: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

Annahme das System ist im Zustand  

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A oder B) gilt 

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1  

z +1
x +1

σz = + 1

𝒜

σz σz



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin
Weiterhin: 

A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

Annahme das System ist im Zustand  

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A oder B) gilt 

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1  
 (A oder B) ist wahr, d.h. 0% für f 

z +1
x +1

σz = + 1

𝒜

σz σz
⇒



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Weiterhin: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

Annahme das System ist im Zustand  

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A oder B) gilt 

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1  
 (A oder B) ist wahr, d.h. 0% für f 

wir sind fertig, falls wir trotzdem  messen: 

z +1
x +1

σz = + 1

𝒜

σz σz
⇒

σx



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Weiterhin: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

Annahme das System ist im Zustand  

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A oder B) gilt 

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1  
 (A oder B) ist wahr, d.h. 0% für f 

wir sind fertig, falls wir trotzdem  messen: 
Ausgang unverhersehbar (Auvs):  

z +1
x +1

σz = + 1

𝒜

σz σz
⇒

σx



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Weiterhin: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

Annahme das System ist im Zustand  

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A oder B) gilt 

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1  
 (A oder B) ist wahr, d.h. 0% für f 

wir sind fertig, falls wir trotzdem  messen: 
Ausgang unverhersehbar (Auvs):  

50% =+1,   50%  =-1 

z +1
x +1

σz = + 1

𝒜

σz σz
⇒

σx

σx σx



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Weiterhin: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

Annahme das System ist im Zustand  

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A oder B) gilt 

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1  
 (A oder B) ist wahr, d.h. 0% für f 

wir sind fertig, falls wir trotzdem  messen: 
Ausgang unverhersehbar (Auvs):  

50% =+1,   50%  =-1 

Methode 2 (B oder A): Messe zuerst  

z +1
x +1

σz = + 1

𝒜

σz σz
⇒

σx

σx σx

σx



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Weiterhin: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

Annahme das System ist im Zustand  

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A oder B) gilt 

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1  
 (A oder B) ist wahr, d.h. 0% für f 

wir sind fertig, falls wir trotzdem  messen: 
Ausgang unverhersehbar (Auvs):  

50% =+1,   50%  =-1 

Methode 2 (B oder A): Messe zuerst  
Auvs:

z +1
x +1

σz = + 1

𝒜

σz σz
⇒

σx

σx σx

σx



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Weiterhin: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

Annahme das System ist im Zustand  

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A oder B) gilt 

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1  
 (A oder B) ist wahr, d.h. 0% für f 

wir sind fertig, falls wir trotzdem  messen: 
Ausgang unverhersehbar (Auvs):  

50% =+1,   50%  =-1 

Methode 2 (B oder A): Messe zuerst  
Auvs: 50% =+1 w,  50% =-1 f

z +1
x +1

σz = + 1

𝒜

σz σz
⇒

σx

σx σx

σx
σx σx



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Weiterhin: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

Annahme das System ist im Zustand  

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A oder B) gilt 

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1  
 (A oder B) ist wahr, d.h. 0% für f 

wir sind fertig, falls wir trotzdem  messen: 
Ausgang unverhersehbar (Auvs):  

50% =+1,   50%  =-1 

Methode 2 (B oder A): Messe zuerst  
Auvs: 50% =+1 w,  50% =-1 f und der Spin ist 

jetzt im Zustand  

z +1
x +1

σz = + 1

𝒜

σz σz
⇒

σx

σx σx

σx
σx σx

σx = − 1



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Weiterhin: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

Annahme das System ist im Zustand  

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A oder B) gilt 

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1  
 (A oder B) ist wahr, d.h. 0% für f 

wir sind fertig, falls wir trotzdem  messen: 
Ausgang unverhersehbar (Auvs):  

50% =+1,   50%  =-1 

Methode 2 (B oder A): Messe zuerst  
Auvs: 50% =+1 w,  50% =-1 f und der Spin ist 

jetzt im Zustand  
Messe nun  :  

z +1
x +1

σz = + 1

𝒜

σz σz
⇒

σx

σx σx

σx
σx σx

σx = − 1
σz



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Weiterhin: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

Annahme das System ist im Zustand  

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A oder B) gilt 

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1  
 (A oder B) ist wahr, d.h. 0% für f 

wir sind fertig, falls wir trotzdem  messen: 
Ausgang unverhersehbar (Auvs):  

50% =+1,   50%  =-1 

Methode 2 (B oder A): Messe zuerst  
Auvs: 50% =+1 w,  50% =-1 f und der Spin ist 

jetzt im Zustand  
Messe nun  : Auvs : 25% =+1 w, 25% =-1 f  

z +1
x +1

σz = + 1

𝒜

σz σz
⇒

σx

σx σx

σx
σx σx

σx = − 1
σz σz σz



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Weiterhin: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

Annahme das System ist im Zustand  

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A oder B) gilt 

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1  
 (A oder B) ist wahr, d.h. 0% für f 

wir sind fertig, falls wir trotzdem  messen: 
Ausgang unverhersehbar (Auvs):  

50% =+1,   50%  =-1 

Methode 2 (B oder A): Messe zuerst  
Auvs: 50% =+1 w,  50% =-1 f und der Spin ist 

jetzt im Zustand  
Messe nun  : Auvs : 25% =+1 w, 25% =-1 f  

Also insgesamt 25% für f

z +1
x +1

σz = + 1

𝒜

σz σz
⇒

σx

σx σx

σx
σx σx

σx = − 1
σz σz σz



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Weiterhin: 
A: die -Komponente vom Spin ist  
B: die -Komponente vom Spin ist  

Annahme das System ist im Zustand  

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A oder B) gilt 

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1  
 (A oder B) ist wahr, d.h. 0% für f 

wir sind fertig, falls wir trotzdem  messen: 
Ausgang unverhersehbar (Auvs):  

50% =+1,   50%  =-1 

Methode 2 (B oder A): Messe zuerst  
Auvs: 50% =+1 w,  50% =-1 f und der Spin ist 

jetzt im Zustand  
Messe nun  : Auvs : 25% =+1 w, 25% =-1 f  

Also insgesamt 25% für f

z +1
x +1

σz = + 1

𝒜

σz σz
⇒

σx

σx σx

σx
σx σx

σx = − 1
σz σz σz

In Quanten Physik:   (A oder B)      (B oder A)≠



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A und B) gilt 

Annahme das System ist im Zustand  

𝒜

σz = + 1



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A und B) gilt 

Annahme das System ist im Zustand  

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1

𝒜

σz = + 1

σz σz



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A und B) gilt 

Annahme das System ist im Zustand  

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1 
Messe : 

𝒜

σz = + 1

σz σz
σx



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A und B) gilt 

Annahme das System ist im Zustand  

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1 
Messe : Auvs:  50% =+1 w,   50%  =-1 f 

𝒜

σz = + 1

σz σz
σx σx σx



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A und B) gilt 

Annahme das System ist im Zustand  

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1 
Messe : Auvs:  50% =+1 w,   50%  =-1 f 

Methode 2: Messe zuerst ;

𝒜

σz = + 1

σz σz
σx σx σx

σx



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A und B) gilt 

Annahme das System ist im Zustand  

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1 
Messe : Auvs:  50% =+1 w,   50%  =-1 f 

Methode 2: Messe zuerst ; Auvs:  
1) 50% =+1,  Messe nun  :

𝒜

σz = + 1

σz σz
σx σx σx

σx
σx σz



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin

Wir benutzen den Apparat  um zu bestimmen ob 
(A und B) gilt 

Annahme das System ist im Zustand  

Methode 1: Messe  und erhalte immer =+1 
Messe : Auvs:  50% =+1 w,   50%  =-1 f 

Methode 2: Messe zuerst ; Auvs:  
1) 50% =+1,  Messe nun  : Auvs : 25% =+1 w, 

25% =-1 f 

𝒜

σz = + 1

σz σz
σx σx σx

σx
σx σz σz
σz



Zustände 
JETZT: Spin in der Quantenwelt

?

Spin
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⃗v ⋅ ⃗u ≡ ⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = v*x ux + v*y uy

⃗v ⋅ ⃗u ≡ ⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = vxux + vyuy

Vektorräume - Skalarprodukt 



Vektoren und  können mit einander multipliziert werden 

  

Im Rellen gilt dann:  

Und man findet 
  Länge des Vektors zum Quadrat! (Norm), 

⃗v = (vx

vy) ⃗u = (ux

uy)
⃗v ⋅ ⃗u ≡ ⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = v*x ux + v*y uy

⃗v ⋅ ⃗u ≡ ⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = vxux + vyuy

⃗v ⋅ ⃗v ≡ ⟨ ⃗v, ⃗v⟩ = v2
x + v2

y = | ⃗v |2

Vektorräume - Skalarprodukt 



Vektoren und  können mit einander multipliziert werden 

  

Im Rellen gilt dann:  

Und man findet 
  Länge des Vektors zum Quadrat! (Norm), 

 sowie  

⃗v = (vx

vy) ⃗u = (ux

uy)
⃗v ⋅ ⃗u ≡ ⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = v*x ux + v*y uy

⃗v ⋅ ⃗u ≡ ⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = vxux + vyuy

⃗v ⋅ ⃗v ≡ ⟨ ⃗v, ⃗v⟩ = v2
x + v2

y = | ⃗v |2

⃗v ⋅ ⃗u ≡ ⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = | ⃗v | | ⃗u |cos θ

Vektorräume - Skalarprodukt 



Vektoren und  können mit einander multipliziert werden 

  

Im Rellen gilt dann:  

Und man findet 
  Länge des Vektors zum Quadrat! (Norm), 

 sowie  

Es gilt: 

1.     Linearität (Teil 1) 

⃗v = (vx

vy) ⃗u = (ux

uy)
⃗v ⋅ ⃗u ≡ ⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = v*x ux + v*y uy

⃗v ⋅ ⃗u ≡ ⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = vxux + vyuy

⃗v ⋅ ⃗v ≡ ⟨ ⃗v, ⃗v⟩ = v2
x + v2

y = | ⃗v |2

⃗v ⋅ ⃗u ≡ ⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = | ⃗v | | ⃗u |cos θ

⟨ ⃗v, ⃗u1 + ⃗u2⟩ = ⟨ ⃗v, ⃗u1⟩ + ⟨ ⃗v, ⃗u2⟩

Vektorräume - Skalarprodukt 



Vektoren und  können mit einander multipliziert werden 

  

Im Rellen gilt dann:  

Und man findet 
  Länge des Vektors zum Quadrat! (Norm), 

 sowie  

Es gilt: 

1.     Linearität (Teil 1) 
2.                            Linearität (Teil 2) 

⃗v = (vx

vy) ⃗u = (ux

uy)
⃗v ⋅ ⃗u ≡ ⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = v*x ux + v*y uy

⃗v ⋅ ⃗u ≡ ⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = vxux + vyuy

⃗v ⋅ ⃗v ≡ ⟨ ⃗v, ⃗v⟩ = v2
x + v2

y = | ⃗v |2

⃗v ⋅ ⃗u ≡ ⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = | ⃗v | | ⃗u |cos θ

⟨ ⃗v, ⃗u1 + ⃗u2⟩ = ⟨ ⃗v, ⃗u1⟩ + ⟨ ⃗v, ⃗u2⟩
⟨ ⃗v, α ⃗u⟩ = α⟨ ⃗v, ⃗u⟩

Vektorräume - Skalarprodukt 



Vektoren und  können mit einander multipliziert werden 

  

Im Rellen gilt dann:  

Und man findet 
  Länge des Vektors zum Quadrat! (Norm), 

 sowie  

Es gilt: 

1.     Linearität (Teil 1) 
2.                            Linearität (Teil 2) 
3.                               Symmetrie

⃗v = (vx

vy) ⃗u = (ux

uy)
⃗v ⋅ ⃗u ≡ ⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = v*x ux + v*y uy

⃗v ⋅ ⃗u ≡ ⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = vxux + vyuy

⃗v ⋅ ⃗v ≡ ⟨ ⃗v, ⃗v⟩ = v2
x + v2

y = | ⃗v |2

⃗v ⋅ ⃗u ≡ ⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = | ⃗v | | ⃗u |cos θ

⟨ ⃗v, ⃗u1 + ⃗u2⟩ = ⟨ ⃗v, ⃗u1⟩ + ⟨ ⃗v, ⃗u2⟩
⟨ ⃗v, α ⃗u⟩ = α⟨ ⃗v, ⃗u⟩
⟨ ⃗v, ⃗u⟩ = ⟨ ⃗u, ⃗v⟩*

Vektorräume - Skalarprodukt 



Vektorräume - Basis 
Den 2 dimensionalen Raum, kann man sich auch als aufgespannt durch die 

Basis und   vorstellen⃗ex ⃗ey



Den 2 dimensionalen Raum, kann man sich auch als aufgespannt durch die 
Basis und   vorstellen⃗ex ⃗ey

Definition: und   ⃗ex = (1
0) ⃗ey = (0

1)

Vektorräume - Basis 



Den 2 dimensionalen Raum, kann man sich auch als aufgespannt durch die 
Basis und   vorstellen⃗ex ⃗ey

Definition: und   ⃗ex = (1
0) ⃗ey = (0

1)

Damit gilt: 

1.  und  ⟨ ⃗ex, ⃗ex⟩ = 1 = ⟨ ⃗ey, ⃗ey⟩ ⟨ ⃗ex, ⃗ey⟩ = 0

Vektorräume - Basis 



Den 2 dimensionalen Raum, kann man sich auch als aufgespannt durch die 
Basis und   vorstellen⃗ex ⃗ey

Definition: und   ⃗ex = (1
0) ⃗ey = (0

1)

Damit gilt: 

1.  und  

2. Jeder beliebige Vektor  kann in dieser Basis dargestellt werden

⟨ ⃗ex, ⃗ex⟩ = 1 = ⟨ ⃗ey, ⃗ey⟩ ⟨ ⃗ex, ⃗ey⟩ = 0

⃗v = (vx

vy)

Vektorräume - Basis 



Den 2 dimensionalen Raum, kann man sich auch als aufgespannt durch die 
Basis und   vorstellen⃗ex ⃗ey

Definition: und   ⃗ex = (1
0) ⃗ey = (0

1)

Damit gilt: 

1.  und  

2. Jeder beliebige Vektor  kann in dieser Basis dargestellt werden als 

 

⟨ ⃗ex, ⃗ex⟩ = 1 = ⟨ ⃗ey, ⃗ey⟩ ⟨ ⃗ex, ⃗ey⟩ = 0

⃗v = (vx

vy)⃗
v = vx ⃗ex + vy ⃗ey

Vektorräume - Basis 



Den 2 dimensionalen Raum, kann man sich auch als aufgespannt durch die 
Basis und   vorstellen⃗ex ⃗ey

Definition: und   ⃗ex = (1
0) ⃗ey = (0

1)

Damit gilt: 

1.  und  

2. Jeder beliebige Vektor  kann in dieser Basis dargestellt werden als 

   mit  und  

⟨ ⃗ex, ⃗ex⟩ = 1 = ⟨ ⃗ey, ⃗ey⟩ ⟨ ⃗ex, ⃗ey⟩ = 0

⃗v = (vx

vy)
⃗v = vx ⃗ex + vy ⃗ey vx = ⟨ ⃗v, ⃗ex⟩ vy = ⟨ ⃗v, ⃗ey⟩

Vektorräume - Basis 



Vektorräume - Allgemein 

Dieses anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 Dimensionen 
erweitert werden 

                                                                                                                                                                                                                         



Vektorräume - Allgemein 

Dieses anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 oder n 
Dimensionen erweitert werden 

                                                                                                                                                                                                                         



Vektorräume - Allgemein 

Dieses anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 oder n 
Dimensionen erweitert werden und auch vollkommen abstrahiert werden! 

                                                                                                                                                                                                                         



Vektorräume - Allgemein 

Dieses anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 oder n 
Dimensionen erweitert werden und auch vollkommen abstrahiert werden! 

Ein -Vektorraum  ist eine Menge von Elementen  oder   für die gilt:                                                                                                                                                                                                                          K V { ⃗v} { |α⟩}



Vektorräume - Allgemein 

Dieses anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 oder n 
Dimensionen erweitert werden und auch vollkommen abstrahiert werden! 

Ein -Vektorraum  ist eine Menge von Elementen  oder   für die gilt: 

1. Es gibt eine Addition in  mit:                                                                                                                                                                                                                            

K V { ⃗v} { |α⟩}

V



Vektorräume - Allgemein 

Dieses anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 oder n 
Dimensionen erweitert werden und auch vollkommen abstrahiert werden! 

Ein -Vektorraum  ist eine Menge von Elementen  oder   für die gilt: 

1. Es gibt eine Addition in  mit:                                                             
                                 oder                                                                                                                                                                  

K V { ⃗v} { |α⟩}

V
⃗v, ⃗u ∈ V ⇒ ⃗v + ⃗u ∈ V |α⟩, |β⟩ ∈ V ⇒ |α⟩ + |β⟩ ∈ V



Vektorräume - Allgemein 

Dieses anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 oder n 
Dimensionen erweitert werden und auch vollkommen abstrahiert werden! 

Ein -Vektorraum  ist eine Menge von Elementen  oder   für die gilt: 

1. Es gibt eine Addition in  mit:                                                             
                                 oder                                     

kommutativ                           oder                                                                                                                               

K V { ⃗v} { |α⟩}

V
⃗v, ⃗u ∈ V ⇒ ⃗v + ⃗u ∈ V |α⟩, |β⟩ ∈ V ⇒ |α⟩ + |β⟩ ∈ V

⃗v + ⃗u = ⃗u + ⃗v |α⟩ + |β⟩ = |β⟩ + |α⟩



Vektorräume - Allgemein 

Dieses anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 oder n 
Dimensionen erweitert werden und auch vollkommen abstrahiert werden! 

Ein -Vektorraum  ist eine Menge von Elementen  oder   für die gilt: 

1. Es gibt eine Addition in  mit:                                                             
                                 oder                                     

kommutativ                           oder                         
Nullelement                                  oder                                                                                                        

K V { ⃗v} { |α⟩}

V
⃗v, ⃗u ∈ V ⇒ ⃗v + ⃗u ∈ V |α⟩, |β⟩ ∈ V ⇒ |α⟩ + |β⟩ ∈ V

⃗v + ⃗u = ⃗u + ⃗v |α⟩ + |β⟩ = |β⟩ + |α⟩
⃗v + 0⃗ = ⃗v |α⟩ + |0⟩ = |β⟩



Vektorräume - Allgemein 

Dieses anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 oder n 
Dimensionen erweitert werden und auch vollkommen abstrahiert werden! 

Ein -Vektorraum  ist eine Menge von Elementen  oder   für die gilt: 

1. Es gibt eine Addition in  mit:                                                             
                                 oder                                     

kommutativ                           oder                         
Nullelement                                  oder                                     
Inverses                                  oder                                                                     

K V { ⃗v} { |α⟩}

V
⃗v, ⃗u ∈ V ⇒ ⃗v + ⃗u ∈ V |α⟩, |β⟩ ∈ V ⇒ |α⟩ + |β⟩ ∈ V

⃗v + ⃗u = ⃗u + ⃗v |α⟩ + |β⟩ = |β⟩ + |α⟩
⃗v + 0⃗ = ⃗v |α⟩ + |0⟩ = |β⟩
⃗v + (− ⃗v) = 0⃗ |α⟩ + ( − |α⟩) = |0⟩



Vektorräume - Allgemein 

Dieses anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 oder n 
Dimensionen erweitert werden und auch vollkommen abstrahiert werden! 

Ein -Vektorraum  ist eine Menge von Elementen  oder   für die gilt: 

1. Es gibt eine Addition in  mit:                                                             
                                 oder                                     

kommutativ                           oder                         
Nullelement                                  oder                                     
Inverses                                  oder                           
assoziativ       oder                                            

K V { ⃗v} { |α⟩}

V
⃗v, ⃗u ∈ V ⇒ ⃗v + ⃗u ∈ V |α⟩, |β⟩ ∈ V ⇒ |α⟩ + |β⟩ ∈ V

⃗v + ⃗u = ⃗u + ⃗v |α⟩ + |β⟩ = |β⟩ + |α⟩
⃗v + 0⃗ = ⃗v |α⟩ + |0⟩ = |β⟩
⃗v + (− ⃗v) = 0⃗ |α⟩ + ( − |α⟩) = |0⟩
⃗w + ( ⃗v + ⃗u) = ( ⃗w + ⃗v) + ⃗u |α⟩ + ( |β⟩ + |γ⟩) = ( |α⟩ + |β⟩) + |γ⟩



Vektorräume - Allgemein 

Dieses anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 oder n 
Dimensionen erweitert werden und auch vollkommen abstrahiert werden! 

Ein -Vektorraum  ist eine Menge von Elementen  oder   für die gilt: 

1. Es gibt eine Addition in  mit:                                                             
                                 oder                                     

kommutativ                           oder                         
Nullelement                                  oder                                     
Inverses                                  oder                           
assoziativ       oder          

2. Es gibt eine skalare Multiplikation mit Elementen aus  oder                                     

K V { ⃗v} { |α⟩}

V
⃗v, ⃗u ∈ V ⇒ ⃗v + ⃗u ∈ V |α⟩, |β⟩ ∈ V ⇒ |α⟩ + |β⟩ ∈ V

⃗v + ⃗u = ⃗u + ⃗v |α⟩ + |β⟩ = |β⟩ + |α⟩
⃗v + 0⃗ = ⃗v |α⟩ + |0⟩ = |β⟩
⃗v + (− ⃗v) = 0⃗ |α⟩ + ( − |α⟩) = |0⟩
⃗w + ( ⃗v + ⃗u) = ( ⃗w + ⃗v) + ⃗u |α⟩ + ( |β⟩ + |γ⟩) = ( |α⟩ + |β⟩) + |γ⟩

K = ℝ K = ℂ



Vektorräume - Allgemein 

Dieses anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 oder n 
Dimensionen erweitert werden und auch vollkommen abstrahiert werden! 

Ein -Vektorraum  ist eine Menge von Elementen  oder   für die gilt: 

1. Es gibt eine Addition in  mit:                                                             
                                 oder                                     

kommutativ                           oder                         
Nullelement                                  oder                                     
Inverses                                  oder                           
assoziativ       oder          

2. Es gibt eine skalare Multiplikation mit Elementen aus  oder  
 oder                                      

K V { ⃗v} { |α⟩}

V
⃗v, ⃗u ∈ V ⇒ ⃗v + ⃗u ∈ V |α⟩, |β⟩ ∈ V ⇒ |α⟩ + |β⟩ ∈ V

⃗v + ⃗u = ⃗u + ⃗v |α⟩ + |β⟩ = |β⟩ + |α⟩
⃗v + 0⃗ = ⃗v |α⟩ + |0⟩ = |β⟩
⃗v + (− ⃗v) = 0⃗ |α⟩ + ( − |α⟩) = |0⟩
⃗w + ( ⃗v + ⃗u) = ( ⃗w + ⃗v) + ⃗u |α⟩ + ( |β⟩ + |γ⟩) = ( |α⟩ + |β⟩) + |γ⟩

K = ℝ K = ℂ
⃗v ∈ V, λ ∈ K ⇒ λ ⃗v ∈ V |α⟩ ∈ V, λ ∈ K ⇒ λ |α⟩ ∈ V



Vektorräume - Allgemein 

Dieses anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 oder n 
Dimensionen erweitert werden und auch vollkommen abstrahiert werden! 

Ein -Vektorraum  ist eine Menge von Elementen  oder   für die gilt: 

1. Es gibt eine Addition in  mit:                                                             
                                 oder                                     

kommutativ                           oder                         
Nullelement                                  oder                                     
Inverses                                  oder                           
assoziativ       oder          

2. Es gibt eine skalare Multiplikation mit Elementen aus  oder  
 oder                                

Linear 1:         oder                                       

K V { ⃗v} { |α⟩}

V
⃗v, ⃗u ∈ V ⇒ ⃗v + ⃗u ∈ V |α⟩, |β⟩ ∈ V ⇒ |α⟩ + |β⟩ ∈ V

⃗v + ⃗u = ⃗u + ⃗v |α⟩ + |β⟩ = |β⟩ + |α⟩
⃗v + 0⃗ = ⃗v |α⟩ + |0⟩ = |β⟩
⃗v + (− ⃗v) = 0⃗ |α⟩ + ( − |α⟩) = |0⟩
⃗w + ( ⃗v + ⃗u) = ( ⃗w + ⃗v) + ⃗u |α⟩ + ( |β⟩ + |γ⟩) = ( |α⟩ + |β⟩) + |γ⟩

K = ℝ K = ℂ
⃗v ∈ V, λ ∈ K ⇒ λ ⃗v ∈ V |α⟩ ∈ V, λ ∈ K ⇒ λ |α⟩ ∈ V

(λ + μ) ⃗v = λ ⃗v + μ ⃗v (λ + μ) |α⟩ = λ |α⟩ + μ |α⟩



Vektorräume - Allgemein 
Dieses anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 oder n 

Dimensionen erweitert werden und auch vollkommen abstrahiert werden! 

Ein -Vektorraum  ist eine Menge von Elementen  oder   für die gilt: 

1. Es gibt eine Addition in  mit:                                                             
                                 oder                                     

kommutativ                           oder                         
Nullelement                                  oder                                     
Inverses                                  oder                           
assoziativ       oder          

2. Es gibt eine skalare Multiplikation mit Elementen aus  oder  
 oder                                

Linear 1:         oder                                       
Linear 2:         oder                                                                                                                                       

K V { ⃗v} { |α⟩}

V
⃗v, ⃗u ∈ V ⇒ ⃗v + ⃗u ∈ V |α⟩, |β⟩ ∈ V ⇒ |α⟩ + |β⟩ ∈ V

⃗v + ⃗u = ⃗u + ⃗v |α⟩ + |β⟩ = |β⟩ + |α⟩
⃗v + 0⃗ = ⃗v |α⟩ + |0⟩ = |β⟩
⃗v + (− ⃗v) = 0⃗ |α⟩ + ( − |α⟩) = |0⟩
⃗w + ( ⃗v + ⃗u) = ( ⃗w + ⃗v) + ⃗u |α⟩ + ( |β⟩ + |γ⟩) = ( |α⟩ + |β⟩) + |γ⟩

K = ℝ K = ℂ
⃗v ∈ V, λ ∈ K ⇒ λ ⃗v ∈ V |α⟩ ∈ V, λ ∈ K ⇒ λ |α⟩ ∈ V

(λ + μ) ⃗v = λ ⃗v + μ ⃗v (λ + μ) |α⟩ = λ |α⟩ + μ |α⟩
λ( ⃗v + ⃗u) = λ ⃗v + λ ⃗u λ( |α⟩ + |β⟩) = λ |α⟩ + λ |β⟩



Vektorräume - Allgemein 
Dieses anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 oder n 

Dimensionen erweitert werden und auch vollkommen abstrahiert werden! 

Ein -Vektorraum  ist eine Menge von Elementen  oder   für die gilt: 

1. Es gibt eine Addition in  mit:                                                             
                                 oder                                     

kommutativ                           oder                         
Nullelement                                  oder                                     
Inverses                                  oder                           
assoziativ       oder          

2. Es gibt eine skalare Multiplikation mit Elementen aus  oder  
 oder                                

Linear 1:         oder                                       
Linear 2:         oder                               

                               oder                                                                              

K V { ⃗v} { |α⟩}

V
⃗v, ⃗u ∈ V ⇒ ⃗v + ⃗u ∈ V |α⟩, |β⟩ ∈ V ⇒ |α⟩ + |β⟩ ∈ V

⃗v + ⃗u = ⃗u + ⃗v |α⟩ + |β⟩ = |β⟩ + |α⟩
⃗v + 0⃗ = ⃗v |α⟩ + |0⟩ = |β⟩
⃗v + (− ⃗v) = 0⃗ |α⟩ + ( − |α⟩) = |0⟩
⃗w + ( ⃗v + ⃗u) = ( ⃗w + ⃗v) + ⃗u |α⟩ + ( |β⟩ + |γ⟩) = ( |α⟩ + |β⟩) + |γ⟩

K = ℝ K = ℂ
⃗v ∈ V, λ ∈ K ⇒ λ ⃗v ∈ V |α⟩ ∈ V, λ ∈ K ⇒ λ |α⟩ ∈ V

(λ + μ) ⃗v = λ ⃗v + μ ⃗v (λ + μ) |α⟩ = λ |α⟩ + μ |α⟩
λ( ⃗v + ⃗u) = λ ⃗v + λ ⃗u λ( |α⟩ + |β⟩) = λ |α⟩ + λ |β⟩

λ(μ) ⃗v) = (λμ) ⃗v λ(μ) |α⟩) = (λμ) |α⟩



Vektorräume - Allgemein 
Dieses anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 oder n 

Dimensionen erweitert werden und auch vollkommen abstrahiert werden! 

Ein -Vektorraum  ist eine Menge von Elementen  oder   für die gilt: 

1. Es gibt eine Addition in  mit:                                                             
                                 oder                                     

kommutativ                           oder                         
Nullelement                                  oder                                     
Inverses                                  oder                           
assoziativ       oder          

2. Es gibt eine skalare Multiplikation mit Elementen aus  oder  
 oder                                

Linear 1:         oder                                       
Linear 2:         oder                               

                               oder                                
                                             oder      

K V { ⃗v} { |α⟩}

V
⃗v, ⃗u ∈ V ⇒ ⃗v + ⃗u ∈ V |α⟩, |β⟩ ∈ V ⇒ |α⟩ + |β⟩ ∈ V

⃗v + ⃗u = ⃗u + ⃗v |α⟩ + |β⟩ = |β⟩ + |α⟩
⃗v + 0⃗ = ⃗v |α⟩ + |0⟩ = |β⟩
⃗v + (− ⃗v) = 0⃗ |α⟩ + ( − |α⟩) = |0⟩
⃗w + ( ⃗v + ⃗u) = ( ⃗w + ⃗v) + ⃗u |α⟩ + ( |β⟩ + |γ⟩) = ( |α⟩ + |β⟩) + |γ⟩

K = ℝ K = ℂ
⃗v ∈ V, λ ∈ K ⇒ λ ⃗v ∈ V |α⟩ ∈ V, λ ∈ K ⇒ λ |α⟩ ∈ V

(λ + μ) ⃗v = λ ⃗v + μ ⃗v (λ + μ) |α⟩ = λ |α⟩ + μ |α⟩
λ( ⃗v + ⃗u) = λ ⃗v + λ ⃗u λ( |α⟩ + |β⟩) = λ |α⟩ + λ |β⟩

λ(μ) ⃗v) = (λμ) ⃗v λ(μ) |α⟩) = (λμ) |α⟩
1 ⃗v = ⃗v 1 |α⟩) = |α⟩



Vektorräume - Allgemein 

Eine Menge , die die vorherigen Eigenschaften besitzt, heisst ein -Vektorraum : 
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1. : 2-dimensionaler Raum, : 3-dimensionaler Raum, : n-dimensionaler Raum 
2. : Raum aller Funktionen 
3. …. 

Alle Erkenntnisse aus den einfachen Vektorräumen, können übernommen werden! 

Es gibt eine Basis:  und jeder Vektor  aus dem Vektorraum kann  
in dieser Basis dargestellt werden  

                          

V K V

ℝ2 ℝ3 ℝn

𝕃

{ ⃗b1, ⃗b2, . . . , ⃗bn, . . . } ⃗v
⃗v = ∑

i

ci
⃗bi
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V K V

ℝ2 ℝ3 ℝn

𝕃

{ ⃗b1, ⃗b2, . . . , ⃗bn, . . . } ⃗v
⃗v = ∑

i

ci
⃗bi

V × V → K |α⟩, |β⟩ ↦ ⟨α |β⟩
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,             

    Linearität (Teil 1) 

V K V

ℝ2 ℝ3 ℝn

𝕃

{ ⃗b1, ⃗b2, . . . , ⃗bn, . . . } ⃗v
⃗v = ∑

i

ci
⃗bi

V × V → K |α⟩, |β⟩ ↦ ⟨α |β⟩

⟨α |β1 + β2⟩ = ⟨α |β1⟩ + ⟨α |β2⟩



Vektorräume - Allgemein 

Eine Menge , die die vorherigen Eigenschaften besitzt, heisst ein -Vektorraum : 

Beispiele: 
1. : 2-dimensionaler Raum, : 3-dimensionaler Raum, : n-dimensionaler Raum 
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3. …. 

Alle Erkenntnisse aus den einfachen Vektorräumen, können übernommen werden! 

Es gibt eine Basis:  und jeder Vektor  aus dem Vektorraum kann 
in dieser Basis dargestellt werden  

Es kann ein Skalarprodukt (inneres Produkt) definiert werden:                              
,             

    Linearität (Teil 1) 
                           Linearität (Teil 2) 

V K V

ℝ2 ℝ3 ℝn

𝕃

{ ⃗b1, ⃗b2, . . . , ⃗bn, . . . } ⃗v
⃗v = ∑

i

ci
⃗bi

V × V → K |α⟩, |β⟩ ↦ ⟨α |β⟩

⟨α |β1 + β2⟩ = ⟨α |β1⟩ + ⟨α |β2⟩
⟨α |λβ⟩ = λ⟨α |β⟩
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Eine Menge , die die vorherigen Eigenschaften besitzt, heisst ein -Vektorraum : 

Beispiele: 
1. : 2-dimensionaler Raum, : 3-dimensionaler Raum, : n-dimensionaler Raum 
2. : Raum aller Funktionen 
3. …. 

Alle Erkenntnisse aus den einfachen Vektorräumen, können übernommen werden! 

Es gibt eine Basis:  und jeder Vektor  aus dem Vektorraum kann 
in dieser Basis dargestellt werden  

Es kann ein Skalarprodukt (inneres Produkt) definiert werden:                              
,             

    Linearität (Teil 1) 
                           Linearität (Teil 2) 

                              Symmetrie

V K V

ℝ2 ℝ3 ℝn

𝕃

{ ⃗b1, ⃗b2, . . . , ⃗bn, . . . } ⃗v
⃗v = ∑

i

ci
⃗bi

V × V → K |α⟩, |β⟩ ↦ ⟨α |β⟩

⟨α |β1 + β2⟩ = ⟨α |β1⟩ + ⟨α |β2⟩
⟨α |λβ⟩ = λ⟨α |β⟩

⟨α |β⟩ = ⟨β |α⟩*



Vektorräume - Allgemein 

Es kann ein Skalarprodukt (inneres Produkt) definiert werden:                              
,             

    Linearität (Teil 1) 
                           Linearität (Teil 2) 

                              Symmetrie 

2 Vektoren   heissen orthogonal, wenn   
1 Vektoren   heisst normiert, wenn  

V × V → K |α⟩, |β⟩ ↦ ⟨α |β⟩

⟨α |β1 + β2⟩ = ⟨α |β1⟩ + ⟨α |β2⟩
⟨α |λβ⟩ = λ⟨α |β⟩

⟨α |β⟩ = ⟨β |α⟩*

|α⟩, |β⟩ ⟨α |β⟩ = 0
|α⟩ ⟨α |α⟩ = 1
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Die Menge aller Funktionen ,  ist ein -Vektorraum : 

 Zeige, dass die Vektorraum Eigenschaften erfüllt sind! 

Es gibt eine Basis:  mit  ist eine Basis  

Das Skalarprodukt ist definiert als   

     

f : [0,2π] → ℂ x ↦ f(x) ℂ V

{bk =
1

2π
eikx} k ∈ ℤ

⟨ f |g⟩ =
2π

∫
0

f*(x)g(x)dx
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Die Menge aller Funktionen ,  ist ein -Vektorraum : 

 Zeige, dass die Vektorraum Eigenschaften erfüllt sind! 

Es gibt eine Basis:  mit  ist eine Basis  

Das Skalarprodukt ist definiert als   

Zeige, dass die Skalarprodukt Eigenschaften erfüllt sind! 

Insbesondere ist unsere Basis eine Orthonormalbasis, d.h.  

     

f : [0,2π] → ℂ x ↦ f(x) ℂ V

{bk =
1

2π
eikx} k ∈ ℤ

⟨ f |g⟩ =
2π

∫
0

f*(x)g(x)dx

⟨bi |bj⟩ = δij
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Die Menge aller Funktionen ,  ist ein -Vektorraum : 

 Zeige, dass die Vektorraum Eigenschaften erfüllt sind! 

Es gibt eine Basis:  mit  ist eine Basis  

Das Skalarprodukt ist definiert als   

Zeige, dass die Skalarprodukt Eigenschaften erfüllt sind! 

Insbesondere ist unsere Basis eine Orthonormalbasis, d.h.  

Jeder Vektor  aus dem Vektorraum kann in dieser Basis dargestellt werden 

     

f : [0,2π] → ℂ x ↦ f(x) ℂ V

{bk =
1

2π
eikx} k ∈ ℤ

⟨ f |g⟩ =
2π

∫
0

f*(x)g(x)dx

⟨bi |bj⟩ = δij
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Die Menge aller Funktionen ,  ist ein -Vektorraum : 

 Zeige, dass die Vektorraum Eigenschaften erfüllt sind! 

Es gibt eine Basis:  mit  ist eine Basis  

Das Skalarprodukt ist definiert als   

Zeige, dass die Skalarprodukt Eigenschaften erfüllt sind! 

Insbesondere ist unsere Basis eine Orthonormalbasis, d.h.  

Jeder Vektor  aus dem Vektorraum kann in dieser Basis dargestellt werden 

      

f : [0,2π] → ℂ x ↦ f(x) ℂ V

{bk =
1

2π
eikx} k ∈ ℤ

⟨ f |g⟩ =
2π

∫
0

f*(x)g(x)dx

⟨bi |bj⟩ = δij
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f = ∑
i

cibi
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 Zeige, dass die Vektorraum Eigenschaften erfüllt sind! 

Es gibt eine Basis:  mit  ist eine Basis  
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Zeige, dass die Skalarprodukt Eigenschaften erfüllt sind! 

Insbesondere ist unsere Basis eine Orthonormalbasis, d.h.  

Jeder Vektor  aus dem Vektorraum kann in dieser Basis dargestellt werden 

  und es gilt  
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Die Menge aller Funktionen ,  ist ein -Vektorraum : 

 Zeige, dass die Vektorraum Eigenschaften erfüllt sind! 

Es gibt eine Basis:  mit  ist eine Basis  

Das Skalarprodukt ist definiert als   

Zeige, dass die Skalarprodukt Eigenschaften erfüllt sind! 

Insbesondere ist unsere Basis eine Orthonormalbasis, d.h.  

Jeder Vektor  aus dem Vektorraum kann in dieser Basis dargestellt werden 

  und es gilt  

     
Dies ist die Fourier-Reihe :-)

f : [0,2π] → ℂ x ↦ f(x) ℂ V

{bk =
1

2π
eikx} k ∈ ℤ

⟨ f |g⟩ =
2π

∫
0

f*(x)g(x)dx

⟨bi |bj⟩ = δij

f

f = ∑
i

cibi ci = ⟨bi | f ⟩


