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Wdh.: Vektorräume - Allgemein 
Diese anschauliche Konzept vom 2 dimensionalen Raum, kann auf 3 oder n 
Dimensionen erweitert werden und auch vollkommen abstrahiert werden! 

Ein -Vektorraum  ist eine Menge von Elementen  oder   für die gilt: 

1. Es gibt eine Addition in  mit:                                                             
                                 oder                                     

kommutativ                           oder                         
Nullelement                                  oder                                     
Inverses                                  oder                           
assoziativ       oder          

2. Es gibt eine skalare Multiplikation mit Elementen aus  oder  
                oder                                

Linear 1:         oder                                       
Linear 2:         oder                               

                               oder                                
                                             oder      

K V { ⃗v} { |α⟩}

V
⃗v, ⃗u ∈ V ⇒ ⃗v + ⃗u ∈ V |α⟩, |β⟩ ∈ V ⇒ |α⟩ + |β⟩ ∈ V

⃗v + ⃗u = ⃗u + ⃗v |α⟩ + |β⟩ = |β⟩ + |α⟩
⃗v + 0⃗ = ⃗v |α⟩ + |0⟩ = |β⟩
⃗v + (− ⃗v) = 0⃗ |α⟩ + ( − |α⟩) = |0⟩
⃗w + ( ⃗v + ⃗u) = ( ⃗w + ⃗v) + ⃗u |α⟩ + ( |β⟩ + |γ⟩) = ( |α⟩ + |β⟩) + |γ⟩

K = ℝ K = ℂ
⃗v ∈ V, λ ∈ K ⇒ λ ⃗v ∈ V |α⟩ ∈ V, λ ∈ K ⇒ λ |α⟩ ∈ V

(λ + μ) ⃗v = λ ⃗v + μ ⃗v (λ + μ) |α⟩ = λ |α⟩ + μ |α⟩
λ( ⃗v + ⃗u) = λ ⃗v + λ ⃗u λ( |α⟩ + |β⟩) = λ |α⟩ + λ |β⟩

λ(μ) ⃗v) = (λμ) ⃗v λ(μ) |α⟩) = (λμ) |α⟩
1 ⃗v = ⃗v 1 |α⟩) = |α⟩



Wdh.: Vektorräume - Allgemein 

Eine Menge , die die vorherigen Eigenschaften besitzt, heisst ein -Vektorraum : 

Beispiele: 
1. : 2-dimensionaler Raum, : 3-dimensionaler Raum, : n-dimensionaler Raum 
2. : Raum aller Funktionen 
3. …. 

Alle Erkenntnisse aus den einfachen Vektorräumen, können übernommen werden! 

Es gibt eine Basis:  und jeder Vektor  aus dem Vektorraum kann 
durch diese Basis dargestellt werden  

Es kann ein Skalarprodukt (inneres Produkt) definiert werden:                              
,             

    Linearität (Teil 1) 
                           Linearität (Teil 2) 

                              Symmetrie

V K V

ℝ2 ℝ3 ℝn

𝕃

{ ⃗b1, ⃗b2, . . . , ⃗bn, . . . } ⃗v
⃗v = ∑

i

ci
⃗bi

V × V → K |α⟩, |β⟩ ↦ ⟨α |β⟩

⟨α |β1 + β2⟩ = ⟨α |β1⟩ + ⟨α |β2⟩
⟨α |λβ⟩ = λ⟨α |β⟩

⟨α |β⟩ = ⟨β |α⟩*



Skalarprodukt 

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren  und :                                                                  

   

  

⃗v ⃗w



Skalarprodukt 

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren  und : 

1. Sichtweise: ,                                                                   
 

   

  

⃗v ⃗w

V × V → K
( ⃗v, ⃗w ) ↦ ⟨ ⃗v | ⃗w⟩ ≡ ⃗v ∘ ⃗w



Skalarprodukt 

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren  und : 

1. Sichtweise: ,                 
 

   

  

⃗v ⃗w

V × V → K
( ⃗v, ⃗w ) ↦ ⟨ ⃗v | ⃗w⟩ ≡ ⃗v ∘ ⃗w := v*1 w1 + v*2 w2 + v*3 w3 + . . .



Skalarprodukt 

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren  und : 

1. Sichtweise: ,                 
 

Zum Vektorraum  gibt es einen Dualraum  
    

  

⃗v ⃗w

V × V → K
( ⃗v, ⃗w ) ↦ ⟨ ⃗v | ⃗w⟩ ≡ ⃗v ∘ ⃗w := v*1 w1 + v*2 w2 + v*3 w3 + . . .

V V*



Skalarprodukt 

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren  und : 

1. Sichtweise: ,                 
 

Zum Vektorraum  gibt es einen Dualraum  

     

  

⃗v ⃗w

V × V → K
( ⃗v, ⃗w ) ↦ ⟨ ⃗v | ⃗w⟩ ≡ ⃗v ∘ ⃗w := v*1 w1 + v*2 w2 + v*3 w3 + . . .

V V*

∀ ⃗v =

v1
v2
v3. . .

∈ V



Skalarprodukt 

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren  und : 

1. Sichtweise: ,                 
 

Zum Vektorraum  gibt es einen Dualraum  

     gibt es einen dualen Vektor  

  

⃗v ⃗w

V × V → K
( ⃗v, ⃗w ) ↦ ⟨ ⃗v | ⃗w⟩ ≡ ⃗v ∘ ⃗w := v*1 w1 + v*2 w2 + v*3 w3 + . . .

V V*

∀ ⃗v =

v1
v2
v3. . .

∈ V ( ⃗vT)* = (v*1 , v*2 , v*3 , . . . ) ∈ V*



Skalarprodukt 

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren  und : 

1. Sichtweise: ,                 
 

Zum Vektorraum  gibt es einen Dualraum  

     gibt es einen dualen Vektor  

   Oft wird  mit  bezeichnet und   mit  

⃗v ⃗w

V × V → K
( ⃗v, ⃗w ) ↦ ⟨ ⃗v | ⃗w⟩ ≡ ⃗v ∘ ⃗w := v*1 w1 + v*2 w2 + v*3 w3 + . . .

V V*

∀ ⃗v =

v1
v2
v3. . .

∈ V ( ⃗vT)* = (v*1 , v*2 , v*3 , . . . ) ∈ V*

⃗v |v⟩ ( ⃗vT)* ⟨v |



Skalarprodukt 
Das Skalarprodukt von zwei Vektoren  und : 

1. Sichtweise: ,                 
 

Zum Vektorraum  gibt es einen Dualraum  

     gibt es einen dualen Vektor  

   Oft wird  mit  bezeichnet und   mit  

2. Sichtweise: ,                                                                            
 

⃗v ⃗w

V × V → K
( ⃗v, ⃗w ) ↦ ⟨ ⃗v | ⃗w⟩ ≡ ⃗v ∘ ⃗w := v*1 w1 + v*2 w2 + v*3 w3 + . . .

V V*

∀ ⃗v =

v1
v2
v3. . .

∈ V ( ⃗vT)* = (v*1 , v*2 , v*3 , . . . ) ∈ V*

⃗v |v⟩ ( ⃗vT)* ⟨v |

V* × V → K
(( ⃗vT)*, ⃗w ) ↦ ⟨ ⃗v | ⃗w⟩



Skalarprodukt 
Das Skalarprodukt von zwei Vektoren  und : 

1. Sichtweise: ,                 
 

Zum Vektorraum  gibt es einen Dualraum  

     gibt es einen dualen Vektor  

   Oft wird  mit  bezeichnet und   mit  

2. Sichtweise: ,                                                   
 

⃗v ⃗w

V × V → K
( ⃗v, ⃗w ) ↦ ⟨ ⃗v | ⃗w⟩ ≡ ⃗v ∘ ⃗w := v*1 w1 + v*2 w2 + v*3 w3 + . . .

V V*

∀ ⃗v =

v1
v2
v3. . .

∈ V ( ⃗vT)* = (v*1 , v*2 , v*3 , . . . ) ∈ V*

⃗v |v⟩ ( ⃗vT)* ⟨v |

V* × V → K
(( ⃗vT)*, ⃗w ) ↦ ⟨ ⃗v | ⃗w⟩ ≡ ( ⃗vT)* ⋅ ⃗w



Skalarprodukt 
Das Skalarprodukt von zwei Vektoren  und : 

1. Sichtweise: ,                 
 

Zum Vektorraum  gibt es einen Dualraum  

     gibt es einen dualen Vektor  

   Oft wird  mit  bezeichnet und   mit  

2. Sichtweise: ,                 
 

⃗v ⃗w

V × V → K
( ⃗v, ⃗w ) ↦ ⟨ ⃗v | ⃗w⟩ ≡ ⃗v ∘ ⃗w := v*1 w1 + v*2 w2 + v*3 w3 + . . .

V V*

∀ ⃗v =

v1
v2
v3. . .

∈ V ( ⃗vT)* = (v*1 , v*2 , v*3 , . . . ) ∈ V*

⃗v |v⟩ ( ⃗vT)* ⟨v |

V* × V → K
(( ⃗vT)*, ⃗w ) ↦ ⟨ ⃗v | ⃗w⟩ ≡ ( ⃗vT)* ⋅ ⃗w = v*1 w1 + v*2 w2 + v*3 w3 + . . .



Wdh.: Mathematik: Lineare Abbildungen I

Wir haben Zustände als Vektoren (=Elemente eines Vektorraumes) kennengelernt 

Wir werden sehen:  
Observablen werden durch lineare Abbildungen/Operatoren dieses Vektorraumes 

dargestellt 

 Ein linearer Operator  bildet ein Element  des Vektorraums , auf ein anderes 
Element  des Vektorraums  ab:  

;   

So dass gilt 

i)             
ii)                                          

M̂ |A⟩ V
|B⟩ V |B⟩ = M̂ |A⟩

M̂ : V → V |A⟩ ↦ |B⟩ = M̂ |A⟩

M̂( |A1⟩ + |A2⟩) = M̂ |A1⟩ + M̂( |A2⟩ ∀ |A1⟩ , |A2⟩ ∈ V
M̂(λ |A⟩) = λM̂ |A⟩ ∀ |A⟩ ∈ V , λ ∈ ℂ



Wdh.: Mathematik: Lineare Abbildungen III

Die Gleichung  

Lautet in Matrixschreibweise 

  

⃗β = M̂ ⃗α ⇔ βk = ∑
i

αimki

β1

β2

β3

=
m11 m12 m13
m21 m22 m23
m31 m32 m33

α1
α2
α3



Wdh.: Mathematik: Lineare Abbildungen Va
Wir haben nun hergeleitet:  

Lineare Abbildungen in Vektorräumen können als Matrizen dargestellt werden 

Die gilt für beliebige abstrakte Vektorräume, aber auch für die vertrauten  und   

In   kann man sich die Wirkung von Matrizen anschaulich vorstellen 
  

 

ℝ2 ℝ3

ℝ2

(1 2
2 1) (1

2) = (5
4)

Im Allgemeinen ändert 
eine Matrizenmultiplikation 
sowohl die Richtung als auch 
den Betrag des Vektors



Wdh.: Mathematik: Lineare Abbildungen Vb
Betrachten wir nun 

  

 (1 2
2 1) (1

1) = 3 (1
1)

Hier wird nur die Länge geändert



Wdh.: Mathematik: Lineare Abbildungen VI

Ändert die Matrixmulitplikation die Richtung des Vektors nicht, dann gilt 
 

 heisst Eigenvektor der Matrix  
      heisst Eigenwert    der Matrix 

M̂ |λ⟩ = λ |λ⟩

|λ⟩ M̂
λ M̂

Wir werden finden: 

1) Zustände sind Vektoren in einem abstrakten Vektorrraum 
2) Observablen sind Operatoren/lineare Abbildungen in einem abstrakten Vektorrraum 
3) Mögliche Messwerte sind Eigenwerte des Operators 
4) Nach der Messung geht der allgemeine Zustand in den Eigenvektor über



Wdh.: Mathematik: Lineare Abbildungen VII
Betrachte eine lineare Abbildung  

in Komponenten lautet dies 

   

Indem man einen Vektor transponiert und komplex konjugiert, geht man in  
den Dualraum über 

 

        


heisst die zu  hermitesch konjugierte Matrix

⃗β = M̂ ⃗α

(β1

β2) = (m11 m12
m21 m22) (α1

α2) = (m11α1 + m12α2
m21α1 + m22α2)

(β*1 , β*2 ) = (m*11α*1 + m*12α*2 , m*21α*1 + m*22α*2 )
= (α*1 , α*2 ) (m*21 m*12

m*12 m*22)
=(M̂T)

*
=M̂†

M̂† := (M̂T)
*

M̂



Wdh.: Mathematik: Lineare Abbildungen VIII

In drei Dimensionen: 

Ebenso wie man  als Matrizenmulitplikation darstellen kann |B⟩ = M̂ |A⟩

β1

β2

β3
⏟

≡|B⟩

=
m11 m12 m13
m21 m22 m23
m31 m32 m33

=M̂

α1
α2
α3

⏟
≡|A⟩

So kann man auch für die dualen Vektoren   
eine Matrizenmulitplikation definieren 

⟨B | = ⟨A |M̂†

(β*1 , β*2 , β*3 )
≡⟨B|

= (α*1 , α*2 , α*3 )
≡⟨A|

m11 m21 m31
m12 m22 m32
m13 m23 m33

=(M̂T)
*
=M̂†



Wdh.: Mathematik: Lineare Abbildungen X
Betrachten wir nun das Skalarprodukt  

, 

so wissen wir aus der Symmetrie des Skalarproduktes 

 

Mit dem Vorgehendem ergibt sich damit  

 

Sind die Zustände im Skalarprodukt gleich, dann gilt 

 

⟨C |M̂A⟩

⟨C |M̂A⟩* = ⟨(M̂A) |C⟩

⟨C |M̂A⟩* = ⟨(M̂A) |C⟩ = ⟨A |M̂†C⟩

⟨A |M̂A⟩* = ⟨A |M̂†A⟩



Wdh.: Mathematik: Hermitesche Operatoren I

Für Eigenwerte gilt  

Transponiert und komplex-konjugiert man das, so gilt 

 

Eine Matrix für die gilt  heisst hermitesch 

Für so eine Matrix gilt 
 

Ebenso findet man 
 

Damit folgt ,  

D.h. Eigenwerte von hermiteschen Matrizen sind reell 

M̂ |λ⟩ = λ |λ⟩

⟨λ |M̂† = λ*⟨λ |

M̂† = M̂

⟨λ |M̂λ⟩ = λ⟨λ |λ⟩

⟨λ |M̂λ⟩ = ⟨λ |M̂†λ⟩ = ⟨(M̂λ) |λ⟩ = λ*⟨λ |λ⟩
λ = λ*



Man kann zeigen: 

1) Eigenvektoren  von hermiteschen Operatoren bilden eine vollständige Basis 
des Vektorraumes , d.h. jeder Vektor  kann als eine Linearkombination von 
diesen Eigenvektoren dargestellt werden  

2) Sind zwei Eigenwerte verschieden , dann sind die zugehörigen 
Eigenvektoren orthogonal  

Beweis: 
i)  
ii)   
Subtrahiere beide Gleichungen  

Damit muss  gelten  

|λi⟩
V |v⟩

|v⟩ = ∑
i

ci |λi⟩

λ1 ≠ λ2
⟨λ1 |λ2⟩ = 0

⟨λ1 | Ôλ2⟩ = λ2⟨λ1 |λ2⟩
⟨λ1 | Ôλ2⟩ = ⟨λ1 | Ô†λ2⟩ = ⟨(Ôλ1) |λ2⟩ = λ1⟨λ1 |λ2⟩

⟨λ1 | Ôλ2⟩ − ⟨λ1 | Ôλ2⟩ = 0 = (λ1 − λ2)

≠0

⟨λ1 |λ2⟩

⟨λ1 |λ2⟩ = 0

Wdh.: Mathematik: Hermitesche Operatoren II



Man kann zeigen: 

1) Eigenvektoren  von hermiteschen Operatoren bilden eine vollständige Basis 
des Vektorraumes , d.h. jeder Vektor  kann als eine Linearkombination von 
diesen Eigenvektoren dargestellt werden  

2) Sind zwei Eigenwerte verschieden , dann sind die zugehörigen 
Eigenvektoren orthogonal  

3) Sind zwei Eigenwerte zu verschieden Eigenvektoren (d.h. nicht linear abhängig) 
gleich , dann können die zugehörigen Eigenvektoren orthogonal gewählt 
werden  

Betrachte 2 Vektoren  und  mit  

i) Normiere Vektoren:  =>  

ii)  kann in einen Anteil parallel zu  und einen Anteil senkrecht dazu aufgeteilt 
werden: , d.h.  

iii)  sind orthonormal -> normiere 

|λi⟩
V |v⟩

|v⟩ = ∑
i

ci |λi⟩

λ1 ≠ λ2
⟨λ1 |λ2⟩ = 0

λ1 = λ2
⟨λ1 |λ2⟩ = 0

⃗v1 ⃗v2 ⃗v2 ≠ α ⃗v1

⃗v′￼i =
⃗vi

| ⃗vi |
| ⃗v′￼i | = 1

⃗v′￼2 ⃗v′￼1
⃗v′￼2 = α ⃗v′￼1 + ⃗v⊥

2 ⃗v⊥
2 = ⃗v′￼2 − ⟨ ⃗v′￼2 | ⃗v′￼1⟩ ⃗v′￼1

⃗v⊥
2 , ⃗v′￼1 ⃗v⊥

2

Wdh.: Mathematik: Hermitesche Operatoren II



Man kann zeigen: 

1) Eigenvektoren  von hermiteschen Operatoren bilden eine vollständige Basis 
des Vektorraumes , d.h. jeder Vektor  kann als eine Linearkombination von 
diesen Eigenvektoren dargestellt werden  

2) Sind zwei Eigenwerte verschieden , dann sind die zugehörigen 
Eigenvektoren orthogonal  

3) Sind zwei Eigenwerte zu verschieden Eigenvektoren (d.h. nicht linear abhängig) 
gleich , dann können die zugehörigen Eigenvektoren orthogonal gewählt 
werden  

Betrachte 2 Vektoren  und  mit  

i) Normiere Vektoren:  =>  

ii)  kann in einen Anteil parallel zu  und einen Anteil senkrecht dazu aufgeteilt 
werden: , d.h.  

iii)  sind orthonormal …. Kann auch auf viele Vektoren angewendet werden..

|λi⟩
V |v⟩

|v⟩ = ∑
i

ci |λi⟩

λ1 ≠ λ2
⟨λ1 |λ2⟩ = 0

λ1 = λ2
⟨λ1 |λ2⟩ = 0

⃗v1 ⃗v2 ⃗v2 ≠ α ⃗v1

⃗v′￼i =
⃗vi

| ⃗vi |
| ⃗v′￼i | = 1

⃗v′￼2 ⃗v′￼1
⃗v′￼2 = α ⃗v′￼1 + ⃗v⊥

2 ⃗v⊥
2 = ⃗v′￼2 − ⟨ ⃗v′￼2 | ⃗v′￼1⟩ ⃗v′￼1

⃗v⊥
2 , ⃗v′￼1

Wdh.: Mathematik: Hermitesche Operatoren II



Prinzip 2: Mögliche Messergebnisse sind Eigenwerte  des Operators . Ist 
das System im Zustand , dann wird immer der Messwert  gefunden.

λi Ô
|λi⟩ λi

Wdh.: Grundprinzipien der Quantenmechanik

Prinzip 3: Eindeutig unterscheidbare Zustände werden in der Quantenmechanik 
durch orthogonale Zustände  dargestellt ( ).|Ai⟩ ⟨Aj |Ai⟩ = δij

Prinzip 4: Ist das System im Zustand  und man misst die Observablen , so 
ist die Wahrscheinlichkeit den Messwert  zu finden gleich .

|A⟩ Ô
λi P(λi) = |⟨A |λi⟩ |2

Prinzip 1: Observablen (= messbare Größen) werden in der Quantenmechanik 
durch lineare, hermitesche Operatoren  dargestellt.Ô



Wdh.: Grundprinzipien der Quantenmechanik

Beispiel: allgemeiner Spinzustand  

Messen wir den Spin in -Richtung 
 dann lauten die Eigenzustände  und , 

die möglichen Messwerte sind und   

und der allgemeine Spinzustand lautet dann  . 

Die Wahrscheinlichkeit +1 zu messen ist . 
Die Wahrscheinlichkeit -1 zu messen ist . 

Nach der Messung von z.B. , wird bei weiteren -Messungen immer 
nur  gefunden,  

d.h. der allgemeine Zustand  ist nach der Messung zum 
Zustand  kollabiert.

|A⟩

z
|λ1⟩ = |u⟩ |λ2⟩ = |d⟩

λ1 = + 1 λ2 = − 1

|A⟩ = αu |u⟩ + αd |d⟩

|αu |2 = |⟨A |u⟩ |2

|αd |2 = |⟨A |d⟩ |2

λ1 = + 1 σz
λ1 = + 1

|A⟩ = αu |u⟩ + αd |d⟩
|A⟩ = 1 |u⟩



Wdh.: Grundprinzipien der Quantenmechanik

|A⟩ = αu |u⟩ + αd |d⟩
Start:



Wdh.: Grundprinzipien der Quantenmechanik

|A⟩ = αu |u⟩ + αd |d⟩
Start:

Messung:

?



Wdh.: Grundprinzipien der Quantenmechanik

|A⟩ = αu |u⟩ + αd |d⟩
Start:

Messung:

+1



Wdh.: Grundprinzipien der Quantenmechanik

|A⟩ = αu |u⟩ + αd |d⟩

|A⟩ = 1 |u⟩

Start:

Messung:

Ende:

+1



Wdh.: Grundprinzipien der Quantenmechanik

Messen wir den Spin in -Richtung 
 dann lauten die Eigenzustände  und , 

die möglichen Messwerte sind und   

Wir haben früher gezeigt:  und   

Damit lautet der allgemeine Spinzustand  

  

 

Beachte: 
Die Wahrscheinlichkeit +1 zu messen ist . 
Die Wahrscheinlichkeit -1 zu messen ist . 

x
|λ1⟩ = |r⟩ |λ2⟩ = | l⟩

λ1 = + 1 λ2 = − 1

|u⟩ =
|r⟩ + | l⟩

2
|u⟩ =

|r⟩ − | l⟩

2

|A⟩ = αu |u⟩ + αd |d⟩ = αu
|r⟩ + | l⟩

2
+ αd

|r⟩ − | l⟩

2

=
αu + αd

2

=αr

|r⟩ +
αu − αd

2

=αl

| l⟩

|αr |2 = |⟨A |r⟩ |2

|αl |
2 = |⟨A | l⟩ |2



Beispiele für Messergebnisse:  

Wdh.: 1 Quanten Bit 

Vor der Messung Nach der Messung

?
Spin

Spin

Messung = 
Wechselwirkung 
von  mit Spin𝒜

-1

+150%

50%

Dieses Ergebnis ist keine logische/offensichtliche Konsequenz 
sondern eine experimentelle Tatsache, 

die nun verstanden/interpretiert werden muss



Wdh.: Grundprinzipien der Quantenmechanik
Vor der Messung ist das System im Zustand  

Nun messen wir den Spin in  Richtung ,  
d.h. die richtige Basis ist nun  und  

Wir wissen  

D.h. der Zustand kann auch wie folgt dargestellt werden  

Messen wir nun  , so erhalten wir  

mit der Wahrscheinlichkeit = 50% den Wert  und das System 

ist dann im Zustand  
oder 

mit der Wahrscheinlichkeit = 50% den Wert  und das System 

ist dann im Zustand 

|A⟩ = |u⟩

x σx
|r⟩ | l⟩

|u⟩ =
|r⟩ + | l⟩

2

|A⟩ =
|r⟩ + | l⟩

2
σx

( 1

2 )
2

σx = + 1

|A⟩ = |r⟩

( 1

2 )
2

σx = − 1

|A⟩ = | l⟩



Prinzip 2: Mögliche Messergebnisse sind Eigenwerte  des Operators . Ist 
das System im Zustand , dann wird immer der Messwert  gefunden.

λi Ô
|λi⟩ λi

Wdh.: Grundprinzipien der Quantenmechanik

Prinzip 3: Eindeutig unterscheidbare Zustände werden in der Quantenmechanik 
durch orthogonale Zustände  dargestellt ( ).|Ai⟩ ⟨Aj |Ai⟩ = δij

Prinzip 4: Ist das System im Zustand  und man misst die Observablen , so 
ist die Wahrscheinlichkeit den Messwert  zu finden gleich .

|A⟩ Ô
λi P(λi) = |⟨A |λi⟩ |2

Prinzip 1: Observablen (= messbare Größen) werden in der Quantenmechanik 
durch lineare, hermitesche Operatoren  dargestellt.Ô

Nur reelle Messwerte möglich <-> Eigenwerte von hermiteschen Operatoren 
z.B. Energie-Niveaus im Atom oder Spin-einstellungen



Prinzip 2: Mögliche Messergebnisse sind Eigenwerte  des Operators . Ist 
das System im Zustand , dann wird immer der Messwert  gefunden.

λi Ô
|λi⟩ λi

Wdh.: Grundprinzipien der Quantenmechanik

Prinzip 3: Eindeutig unterscheidbare Zustände werden in der Quantenmechanik 
durch orthogonale Zustände  dargestellt ( ).|Ai⟩ ⟨Aj |Ai⟩ = δij

Prinzip 4: Ist das System im Zustand  und man misst die Observablen , so 
ist die Wahrscheinlichkeit den Messwert  zu finden gleich .

|A⟩ Ô
λi P(λi) = |⟨A |λi⟩ |2

Prinzip 1: Observablen (= messbare Größen) werden in der Quantenmechanik 
durch lineare, hermitesche Operatoren  dargestellt.Ô

Wie sieht der zum Spin gehörige Operator aus? 
Spinzustände müssen Eigenvektoren des Spin-Operators sein!



Wdh.: Quanten-Spin—Zustände VIII 
Darstellung als Spaltenvektoren

Wir können die Zustände  und   auch als Spalten Vektoren darstellen  

und  

Damit folgt sofort die Orthonormiertheit der Zustände

|u⟩ |d⟩

|u⟩ ≡ (1
0) |d⟩ ≡ (0

1)

Damit erhalten wir für die Zustände  und    

   und  

Diese sind ebenfalls wieder orthonormiert

|r⟩ | l⟩

|r⟩ =
1

2
( |u⟩ + |d⟩) ≡

1

2 (1
1) | l⟩ =

1

2
( |u⟩ − |d⟩) ≡

1

2 ( 1
−1)

Schliesslich finden wir für die Zustände  und    

   und  

Diese sind ebenfalls wieder orthonormiert

| i⟩ |o⟩

| i⟩ =
1

2
( |u⟩ + i |d⟩) ≡

1

2 (1
i ) |o⟩ =

1

2
( |u⟩ − i |d⟩) ≡

1

2 ( 1
−i)



Wdh.: Spin—Operatoren I 

Es soll gelten  und   

Im 2-dimensionalen Spalten Vektorraum lautet das 
  

 

 

Damit lautet die 2x2 Darstellung von  

σz |u⟩ = + |u⟩ σz |d⟩ = − |d⟩

σz |u⟩ = (
σ11

z σ12
z

σ21
z σ22

z ) (1
0) = (

σ11
z

σ21
z ) = (1

0)
σz |d⟩ = (

σ11
z σ12

z

σ21
z σ22

z ) (0
1) = (

σ12
z

σ22
z ) = − (0

1)
σz

σz = (1 0
0 −1)



Wdh.: Spin—Operatoren II 

Für    und  soll gelten |r⟩ =
1

2 (1
1) | l⟩ =

1

2 ( 1
−1)

 und   

Im 2-dimensionalen Spalten Vektorraum lautet das 
  

 

 

Damit lautet die 2x2 Darstellung von  

σx |r⟩ = + |r⟩ σx | l⟩ = − | l⟩

σx |r⟩ = (σ11
x σ12

x

σ21
x σ22

x ) 1

2 (1
1) =

1

2 (σ11
x + σ12

x

σ21
x + σ22

x ) =
1

2 (1
1)

σx | l⟩ = (σ11
x σ12

x

σ21
x σ22

x ) 1

2 ( 1
−1) =

1

2 (σ11
x − σ12

x

σ21
x − σ22

x ) = −
1

2 ( 1
−1)

σx

σx = (0 1
1 0)



Wdh.: Spin—Operatoren III 
Für    und soll gelten | i⟩ =

1

2 (1
i ) |o⟩ =

1

2 ( 1
−i)

 und   

Im 2-dimensionalen Spalten Vektorraum lautet das 
  

 

 

Damit lautet die 2x2 Darstellung von  

σy | i⟩ = + | i⟩ σy |o⟩ = − |o⟩

σy |r⟩ = (
σ11

y σ12
y

σ21
y σ22

y ) 1

2 (1
i ) =

1

2 (
σ11

y + iσ12
y

σ21
y + iσ22

y ) =
1

2 (1
i )

σy | l⟩ = (
σ11

y σ12
y

σ21
y σ22

y ) 1

2 ( 1
−i) =

1

2 (
σ11

y − iσ12
y

σ21
y − iσ22

y ) = −
1

2 ( 1
−i)

σy

σy = (0 −i
i 0 )



Wdh.: Spin—Operatoren IV 
Die Spinoperatoren für Messungen in ,  und  Richtung lauten x y z

 

 

σx = (0 1
1 0)

σy = (0 −i
i 0 )

σz = (1 0
0 −1)

Dies sind die Pauli-Matrizen 

SU(2) 
Algebra

SO(3) 
Drehungen  

im ℝ3
Drehimpuls 

Algebra

SL(1,3) 
Lorentz 
Algebra

Quantencomputing
Spin

WS 25/26 
Mittwochs 
Akademie

Quaternionen 
{ }𝕀2, σx, σy, σz

      ….             



Prinzip 2: Mögliche Messergebnisse sind Eigenwerte  des Operators . Ist 
das System im Zustand , dann wird immer der Messwert  gefunden.

λi Ô
|λi⟩ λi

Wdh.: Grundprinzipien der Quantenmechanik

Prinzip 3: Eindeutig unterscheidbare Zustände werden in der Quantenmechanik 
durch orthogonale Zustände  dargestellt ( ).|Ai⟩ ⟨Aj |Ai⟩ = δij

Prinzip 4: Ist das System im Zustand  und man misst die Observablen , so 
ist die Wahrscheinlichkeit den Messwert  zu finden gleich .

|A⟩ Ô
λi P(λi) = |⟨A |λi⟩ |2

Prinzip 1: Observablen (= messbare Größen) werden in der Quantenmechanik 
durch lineare, hermitesche Operatoren  dargestellt.Ô

Was sind eindeutig unterscheidbare Zustände?



Wdh.: Eindeutig unterscheidbare Zustände
Eindeutig unterscheidbare Zustände: es gibt eine Messmöglichkeit, so dass 

man die Zustände eindeutig unterscheiden kann: 

Beispiel:  
 und  kann man eindeutig durch die Messung von  unterscheiden. 

Erhält man +1, dann kann das nur von  stammen,  
erhält man -1, dann kann das nur von  stammen, 

 Ebenso  
 und  kann man eindeutig durch die Messung von  unterscheiden 

Aber 
 und  kann man nicht eindeutig durch eine Messung unterscheiden 

Misst man  und erhält +1, dann kann das von  oder  stammen! 
Ebenso bei einer Messung von  

Daher: 
{ , } und { , } sind eindeutig unterscheidbar:  

{ , } sind nicht eindeutig unterscheidbar  

|u⟩ |d⟩ σz
|u⟩
|d⟩

|r⟩ | l⟩ σx

|u⟩ |r⟩
σz |u⟩ |r⟩

σx

|u⟩ |d⟩ |r⟩ | l⟩ ⟨u |d⟩ = 0 = ⟨r | l⟩

|u⟩ |r⟩ ⟨u |r⟩ =
1

2
≠ 0



Prinzip 2: Mögliche Messergebnisse sind Eigenwerte  des Operators . Ist 
das System im Zustand , dann wird immer der Messwert  gefunden.

λi Ô
|λi⟩ λi

Wdh.: Grundprinzipien der Quantenmechanik

Prinzip 3: Eindeutig unterscheidbare Zustände werden in der Quantenmechanik 
durch orthogonale Zustände  dargestellt ( ).|Ai⟩ ⟨Aj |Ai⟩ = δij

Prinzip 4: Ist das System im Zustand  und man misst die Observablen , so 
ist die Wahrscheinlichkeit den Messwert  zu finden gleich .

|A⟩ Ô
λi P(λi) = |⟨A |λi⟩ |2

Prinzip 1: Observablen (= messbare Größen) werden in der Quantenmechanik 
durch lineare, hermitesche Operatoren  dargestellt.Ô



Prinzip 4: Ist das System im Zustand  und man misst die Observablen , so 
ist die Wahrscheinlichkeit den Messwert  zu finden gleich .

|A⟩ Ô
λi P(λi) = |⟨A |λi⟩ |2

Man kann den Zustand  in der Basis der Eigenzustände  darstellen 

 

Mit der Wahrscheinlichkeit wird der Messwert  gefunden 
und das System befindet sich nach der Messung im Zustand  

|A⟩ |λi⟩

|A⟩ = ∑
i

ci |λi⟩ = c1 |λi⟩ + c2 |λ2⟩ + c3 |λ3⟩ + . . .

|ci |
2 = |⟨A |λi⟩ |2 λi

|A⟩ = |λi⟩

Wdh.: Grundprinzip 4 der Quantenmechanik



Beachte: Die Messung der Observablen  ist nicht gleichbedeutend mit der 
Anwendung von   auf den Zustand  ! 

Darstellung des Zustandes  in der Basis der Eigenzustände  von : 

 

i) Messung von :                                                                                                   
Mit der Wahrscheinlichkeit wird der Messwert  gefunden 
und das System befindet sich nach der Messung im Zustand  

ii) Anwendung von  auf     
 

Ô
Ô |A⟩

|A⟩ |λi⟩ Ô

|A⟩ = ∑
i

ci |λi⟩ = c1 |λi⟩ + c2 |λ2⟩ + c3 |λ3⟩ + . . .

Ô
|ci |

2 = |⟨A |λi⟩ |2 λi
|A⟩ = |λi⟩

Ô |A⟩
Ô |A⟩ = Ô∑

i

ci |λi⟩ = ∑
i

ciÔ |λi⟩ = ∑
i

ciλi |λi⟩

Wdh.: Grundprinzip 4 der Quantenmechanik II



Spin—Operatoren V 
Die Spinoperatoren für Messungen in ,  und  Richtung lauten x y z

, , σx = (0 1
1 0) σy = (0 −i

i 0 ) σz = (1 0
0 −1)



Spin—Operatoren V 
Die Spinoperatoren für Messungen in ,  und  Richtung lauten x y z

, , σx = (0 1
1 0) σy = (0 −i

i 0 ) σz = (1 0
0 −1)

Diese 3 Operatoren kann man auch zu einem 3-Vektor Operator zusammenfassen 

 ⃗σ =
σx
σy
σz



Spin—Operatoren V 
Die Spinoperatoren für Messungen in ,  und  Richtung lauten x y z

, , σx = (0 1
1 0) σy = (0 −i

i 0 ) σz = (1 0
0 −1)

Diese 3 Operatoren kann man auch zu einem 3-Vektor Operator zusammenfassen 

 

Bisher hatten wir nur Spin-Messungen entlang der -, - und -Achsen diskutiert. 

⃗σ =
σx
σy
σz

x y z



Spin—Operatoren V 
Die Spinoperatoren für Messungen in ,  und  Richtung lauten x y z

, , σx = (0 1
1 0) σy = (0 −i

i 0 ) σz = (1 0
0 −1)

Diese 3 Operatoren kann man auch zu einem 3-Vektor Operator zusammenfassen 

 

Bisher hatten wir nur Spin-Messungen entlang der -, - und -Achsen diskutiert. 

Betrachten wir nun eine allgemeine Achse  im :  

⃗σ =
σx
σy
σz

x y z

⃗n ℝ3 ⃗n =
nx
ny
nz



Spin—Operatoren V 
Die Spinoperatoren für Messungen in ,  und  Richtung lauten x y z

, , σx = (0 1
1 0) σy = (0 −i

i 0 ) σz = (1 0
0 −1)

Diese 3 Operatoren kann man auch zu einem 3-Vektor Operator zusammenfassen 

 

Bisher hatten wir nur Spin-Messungen entlang der -, - und -Achsen diskutiert. 

Betrachten wir nun eine allgemeine Achse  im :  

So lautet der zugehörige Spin-Operator: 

  

⃗σ =
σx
σy
σz

x y z

⃗n ℝ3 ⃗n =
nx
ny
nz

σn = ⃗σ ⋅ ⃗n



Spin—Operatoren V 
Die Spinoperatoren für Messungen in ,  und  Richtung lauten x y z

, , σx = (0 1
1 0) σy = (0 −i

i 0 ) σz = (1 0
0 −1)

Diese 3 Operatoren kann man auch zu einem 3-Vektor Operator zusammenfassen 

 

Bisher hatten wir nur Spin-Messungen entlang der -, - und -Achsen diskutiert. 

Betrachten wir nun eine allgemeine Achse  im :  

So lautet der zugehörige Spin-Operator: 

  

⃗σ =
σx
σy
σz

x y z

⃗n ℝ3 ⃗n =
nx
ny
nz

σn = ⃗σ ⋅ ⃗n = σxnx + σyny + σznz



Spin—Operatoren V 
Die Spinoperatoren für Messungen in ,  und  Richtung lauten x y z

, , σx = (0 1
1 0) σy = (0 −i

i 0 ) σz = (1 0
0 −1)

Diese 3 Operatoren kann man auch zu einem 3-Vektor Operator zusammenfassen 

 

Bisher hatten wir nur Spin-Messungen entlang der -, - und -Achsen diskutiert. 

Betrachten wir nun eine allgemeine Achse  im :  

So lautet der zugehörige Spin-Operator: 

  

⃗σ =
σx
σy
σz

x y z

⃗n ℝ3 ⃗n =
nx
ny
nz

σn = ⃗σ ⋅ ⃗n = σxnx + σyny + σznz = (
nz nx − iny

nx + iny −nz )



Spin—Operatoren V 
Die Spinoperatoren für Messungen in ,  und  Richtung lauten x y z

, , σx = (0 1
1 0) σy = (0 −i

i 0 ) σz = (1 0
0 −1)

Diese 3 Operatoren kann man auch zu einem 3-Vektor Operator zusammenfassen 

 

Bisher hatten wir nur Spin-Messungen entlang der -, - und -Achsen diskutiert. 

Betrachten wir nun eine allgemeine Achse  im :  

So lautet der zugehörige Spin-Operator: 

  

Suche Eigenvektoren und Eigenwerte….

⃗σ =
σx
σy
σz

x y z

⃗n ℝ3 ⃗n =
nx
ny
nz

σn = ⃗σ ⋅ ⃗n = σxnx + σyny + σznz = (
nz nx − iny

nx + iny −nz )



Spin—Operatoren VI 

Beispiel:  in  Ebene - beachte  ist ein Einheitsvektor ⃗n =
nx
ny
nz

x − z ⃗n



Spin—Operatoren VI 

Beispiel:  ⃗n =
nx
ny
nz

= (
sin θ

0
cos θ)



Spin—Operatoren VI 

Beispiel:  

So lautet der zugehörige Spin-Operator: 

  

⃗n =
nx
ny
nz

= (
sin θ

0
cos θ)

σn = (cos θ sin θ
sin θ −cos θ)



Spin—Operatoren VI 

Beispiel:  

So lautet der zugehörige Spin-Operator: 

  

Diese Matrix hat folgende Eigenwerte und  Eigenvektoren 

⃗n =
nx
ny
nz

= (
sin θ

0
cos θ)

σn = (cos θ sin θ
sin θ −cos θ)



Spin—Operatoren VI 

Beispiel:  

So lautet der zugehörige Spin-Operator: 

  

Diese Matrix hat folgende Eigenwerte und  Eigenvektoren 

 mit   

⃗n =
nx
ny
nz

= (
sin θ

0
cos θ)

σn = (cos θ sin θ
sin θ −cos θ)

λ1 = + 1 |λ1⟩ =
cos θ

2

sin θ
2



Spin—Operatoren VI 

Beispiel:  

So lautet der zugehörige Spin-Operator: 

  

Diese Matrix hat folgende Eigenwerte und  Eigenvektoren 

 mit   

  mit  

⃗n =
nx
ny
nz

= (
sin θ

0
cos θ)

σn = (cos θ sin θ
sin θ −cos θ)

λ1 = + 1 |λ1⟩ =
cos θ

2

sin θ
2

λ2 = − 1 |λ2⟩ =
−sin θ

2

cos θ
2



Spin—Operatoren VI 

 = >Spin-Operator:   

 Eigenwerte/Eigenvektoren ,  ; ,  

⃗n =
nx
ny
nz

= (
sin θ

0
cos θ) σn = (cos θ sin θ

sin θ −cos θ)
λ1 = + 1 |λ1⟩ =

cos θ
2

sin θ
2

λ2 = − 1 |λ2⟩ =
−sin θ

2

cos θ
2



Spin—Operatoren VI 

 = >Spin-Operator:   

 Eigenwerte/Eigenvektoren ,  ; ,  

Bemerkungen: 
1) Es gibt wieder nur 2 mögliche Messwerte: + 1 und -1 

⃗n =
nx
ny
nz

= (
sin θ

0
cos θ) σn = (cos θ sin θ

sin θ −cos θ)
λ1 = + 1 |λ1⟩ =

cos θ
2

sin θ
2

λ2 = − 1 |λ2⟩ =
−sin θ

2

cos θ
2



Spin—Operatoren VI 

 = >Spin-Operator:   

 Eigenwerte/Eigenvektoren ,  ; ,  

Bemerkungen: 
1) Es gibt wieder nur 2 mögliche Messwerte: + 1 und -1 
2) Die Eigenvektoren sind orthogonal: 

⃗n =
nx
ny
nz

= (
sin θ

0
cos θ) σn = (cos θ sin θ

sin θ −cos θ)
λ1 = + 1 |λ1⟩ =

cos θ
2

sin θ
2

λ2 = − 1 |λ2⟩ =
−sin θ

2

cos θ
2

⟨λ1 |λ2⟩ = 0



Spin—Operatoren VI 

 = >Spin-Operator:   

 Eigenwerte/Eigenvektoren ,  ; ,  

Bemerkungen: 
1) Es gibt wieder nur 2 mögliche Messwerte: + 1 und -1 
2) Die Eigenvektoren sind orthogonal: 

⃗n =
nx
ny
nz

= (
sin θ

0
cos θ) σn = (cos θ sin θ

sin θ −cos θ)
λ1 = + 1 |λ1⟩ =

cos θ
2

sin θ
2

λ2 = − 1 |λ2⟩ =
−sin θ

2

cos θ
2

⟨λ1 |λ2⟩ = 0

Start: Messgerät  zeigt in -Richtung und wir präparieren einen  Zustand 𝒜 z |u⟩



Spin—Operatoren VI 

 = >Spin-Operator:   

 Eigenwerte/Eigenvektoren ,  ; ,  

Bemerkungen: 
1) Es gibt wieder nur 2 mögliche Messwerte: + 1 und -1 
2) Die Eigenvektoren sind orthogonal: 

⃗n =
nx
ny
nz

= (
sin θ

0
cos θ) σn = (cos θ sin θ

sin θ −cos θ)
λ1 = + 1 |λ1⟩ =

cos θ
2

sin θ
2

λ2 = − 1 |λ2⟩ =
−sin θ

2

cos θ
2

⟨λ1 |λ2⟩ = 0

Start: Messgerät  zeigt in -Richtung und wir präparieren einen  Zustand 
 Dann: Rotiere Messgerät , so dass es in -Richtung zeigt 

𝒜 z |u⟩
𝒜 ⃗n



Spin—Operatoren VI 

 = >Spin-Operator:   

 Eigenwerte/Eigenvektoren ,  ; ,  

Bemerkungen: 
1) Es gibt wieder nur 2 mögliche Messwerte: + 1 und -1 
2) Die Eigenvektoren sind orthogonal: 

⃗n =
nx
ny
nz

= (
sin θ

0
cos θ) σn = (cos θ sin θ

sin θ −cos θ)
λ1 = + 1 |λ1⟩ =

cos θ
2

sin θ
2

λ2 = − 1 |λ2⟩ =
−sin θ

2

cos θ
2

⟨λ1 |λ2⟩ = 0

Start: Messgerät  zeigt in -Richtung und wir präparieren einen  Zustand 
 Dann: Rotiere Messgerät , so dass es in -Richtung zeigt 

Was ist die Wahrscheinlichkeit +1 zu messen? 

𝒜 z |u⟩
𝒜 ⃗n



Spin—Operatoren VI 

 = >Spin-Operator:   

 Eigenwerte/Eigenvektoren ,  ; ,  

Bemerkungen: 
1) Es gibt wieder nur 2 mögliche Messwerte: + 1 und -1 
2) Die Eigenvektoren sind orthogonal: 

⃗n =
nx
ny
nz

= (
sin θ

0
cos θ) σn = (cos θ sin θ

sin θ −cos θ)
λ1 = + 1 |λ1⟩ =

cos θ
2

sin θ
2

λ2 = − 1 |λ2⟩ =
−sin θ

2

cos θ
2

⟨λ1 |λ2⟩ = 0

Start: Messgerät  zeigt in -Richtung und wir präparieren einen  Zustand 
 Dann: Rotiere Messgerät , so dass es in -Richtung zeigt 

Was ist die Wahrscheinlichkeit +1 zu messen?  

𝒜 z |u⟩
𝒜 ⃗n

P(+1) = |⟨u |λ1⟩ |2



Spin—Operatoren VI 

 = >Spin-Operator:   

 Eigenwerte/Eigenvektoren ,  ; ,  

Bemerkungen: 
1) Es gibt wieder nur 2 mögliche Messwerte: + 1 und -1 
2) Die Eigenvektoren sind orthogonal: 

⃗n =
nx
ny
nz

= (
sin θ

0
cos θ) σn = (cos θ sin θ

sin θ −cos θ)
λ1 = + 1 |λ1⟩ =

cos θ
2

sin θ
2

λ2 = − 1 |λ2⟩ =
−sin θ

2

cos θ
2

⟨λ1 |λ2⟩ = 0

Start: Messgerät  zeigt in -Richtung und wir präparieren einen  Zustand 
 Dann: Rotiere Messgerät , so dass es in -Richtung zeigt 

Was ist die Wahrscheinlichkeit +1 zu messen?  

𝒜 z |u⟩
𝒜 ⃗n

P(+1) = |⟨u |λ1⟩ |2 = cos2 θ
2



Spin—Operatoren VI 

 = >Spin-Operator:   

 Eigenwerte/Eigenvektoren ,  ; ,  

Bemerkungen: 
1) Es gibt wieder nur 2 mögliche Messwerte: + 1 und -1 
2) Die Eigenvektoren sind orthogonal: 

⃗n =
nx
ny
nz

= (
sin θ

0
cos θ) σn = (cos θ sin θ

sin θ −cos θ)
λ1 = + 1 |λ1⟩ =

cos θ
2

sin θ
2

λ2 = − 1 |λ2⟩ =
−sin θ

2

cos θ
2

⟨λ1 |λ2⟩ = 0

Start: Messgerät  zeigt in -Richtung und wir präparieren einen  Zustand 
 Dann: Rotiere Messgerät , so dass es in -Richtung zeigt 

Was ist die Wahrscheinlichkeit +1 zu messen?  

Was ist die Wahrscheinlichkeit -1 zu messen? 

𝒜 z |u⟩
𝒜 ⃗n

P(+1) = |⟨u |λ1⟩ |2 = cos2 θ
2



Spin—Operatoren VI 

 = >Spin-Operator:   

 Eigenwerte/Eigenvektoren ,  ; ,  

Bemerkungen: 
1) Es gibt wieder nur 2 mögliche Messwerte: + 1 und -1 
2) Die Eigenvektoren sind orthogonal: 

⃗n =
nx
ny
nz

= (
sin θ

0
cos θ) σn = (cos θ sin θ

sin θ −cos θ)
λ1 = + 1 |λ1⟩ =

cos θ
2

sin θ
2

λ2 = − 1 |λ2⟩ =
−sin θ

2

cos θ
2

⟨λ1 |λ2⟩ = 0

Start: Messgerät  zeigt in -Richtung und wir präparieren einen  Zustand 
 Dann: Rotiere Messgerät , so dass es in -Richtung zeigt 

Was ist die Wahrscheinlichkeit +1 zu messen?  

Was ist die Wahrscheinlichkeit -1 zu messen?  

𝒜 z |u⟩
𝒜 ⃗n

P(+1) = |⟨u |λ1⟩ |2 = cos2 θ
2

P(−1) = |⟨u |λ2⟩ |2



Spin—Operatoren VI 

 = >Spin-Operator:   

 Eigenwerte/Eigenvektoren ,  ; ,  

Bemerkungen: 
1) Es gibt wieder nur 2 mögliche Messwerte: + 1 und -1 
2) Die Eigenvektoren sind orthogonal: 

⃗n =
nx
ny
nz

= (
sin θ

0
cos θ) σn = (cos θ sin θ

sin θ −cos θ)
λ1 = + 1 |λ1⟩ =

cos θ
2

sin θ
2

λ2 = − 1 |λ2⟩ =
−sin θ

2

cos θ
2

⟨λ1 |λ2⟩ = 0

Start: Messgerät  zeigt in -Richtung und wir präparieren einen  Zustand 
 Dann: Rotiere Messgerät , so dass es in -Richtung zeigt 

Was ist die Wahrscheinlichkeit +1 zu messen?  

Was ist die Wahrscheinlichkeit -1 zu messen?  

𝒜 z |u⟩
𝒜 ⃗n

P(+1) = |⟨u |λ1⟩ |2 = cos2 θ
2

P(−1) = |⟨u |λ2⟩ |2 = sin2 θ
2



Beispiele für Messergebnisse:  

 1. Vorlesung: 1 Quanten Bit 

Vor der Messung Nach der Messung

?

Spin

Spin

Messung = 
Wechselwirkung 
von  mit Spin𝒜

Dieses Ergebnis ist keine logische/offensichtliche Konsequenz 
sondern eine experimentelle Tatsache, 

die nun verstanden/interpretiert werden muss

-1

+11 + cos θ

2

θ

1 − cos θ
2



Beispiele für Messergebnisse:  
 1. Vorlesung: 1 Quanten Bit 

Macht man viele unabhängige Messungen, dann bekommt 
man den Mittelwert 

 

Dies kann auch als Skalarprodukt der beiden Einheitsvektoren in 
Richtung des Spin  und des Messapparates  geschrieben werden

⟨σ⟩ =
1 + cos θ

2
(+1) +

1 − cos θ
2

(−1) = cos θ

⃗s ⃗𝒜

Für eine einzelne Messung gibt es keinen Determinismus mehr!
⃗𝒜

⃗s

⟨σ⟩ = ⃗s ⋅ ⃗𝒜 = cos θ



Spin—Operatoren VII 

Start: Messgerät  zeigt in -Richtung und wir präparieren einen  Zustand 
 Dann: Rotiere Messgerät , so dass es in -Richtung zeigt 

Was ist die Wahrscheinlichkeit +1 zu messen?  

Was ist die Wahrscheinlichkeit -1 zu messen?  

Der Mittelwert des Spins in -Richtung ergibt sich zu 

𝒜 z |u⟩
𝒜 ⃗n

P(+1) = |⟨u |λ1⟩ |2 = cos2 θ
2

P(−1) = |⟨u |λ2⟩ |2 = sin2 θ
2

⃗n

⟨ ⃗σ ⋅ ⃗n⟩ = ∑
i

λiP(λi)



Spin—Operatoren VII 

Start: Messgerät  zeigt in -Richtung und wir präparieren einen  Zustand 
 Dann: Rotiere Messgerät , so dass es in -Richtung zeigt 

Was ist die Wahrscheinlichkeit +1 zu messen?  

Was ist die Wahrscheinlichkeit -1 zu messen?  

Der Mittelwert des Spins in -Richtung ergibt sich zu 

𝒜 z |u⟩
𝒜 ⃗n

P(+1) = |⟨u |λ1⟩ |2 = cos2 θ
2

P(−1) = |⟨u |λ2⟩ |2 = sin2 θ
2

⃗n

⟨ ⃗σ ⋅ ⃗n⟩ = ∑
i

λiP(λi) = + cos2 θ
2

− sin2 θ
2



Spin—Operatoren VII 

Start: Messgerät  zeigt in -Richtung und wir präparieren einen  Zustand 
 Dann: Rotiere Messgerät , so dass es in -Richtung zeigt 

Was ist die Wahrscheinlichkeit +1 zu messen?  

Was ist die Wahrscheinlichkeit -1 zu messen?  

Der Mittelwert des Spins in -Richtung ergibt sich zu 

𝒜 z |u⟩
𝒜 ⃗n

P(+1) = |⟨u |λ1⟩ |2 = cos2 θ
2

P(−1) = |⟨u |λ2⟩ |2 = sin2 θ
2

⃗n

⟨ ⃗σ ⋅ ⃗n⟩ = ∑
i

λiP(λi) = + cos2 θ
2

− sin2 θ
2

= cos θ



Jeder beliebe Spin-Zustand (1 Spin)  
ist Eigenvektor zu einer durch  bestimmten Spin-projektion, 

  
d.h. es gibt eine Richtung , so dass gilt  

  

 heisst auch Polaristationsrichtung 

Daraus folgt auch: es gibt keinen Spinzustand,  
für den alle drei spin Komponenten den Wert Null besitzen

|A⟩ = αu |u⟩ + αd |d⟩
⃗n

⃗n

⃗σ ⋅ ⃗n |A⟩ = |A⟩

⃗n

Spin—Operatoren VIII* 



In klassischer Mechanik dauert die Erklärung des Zustandes eines Systems  
ein paar Sekunden/Minuten: Zustand = {x, p} 

Zeitentwicklung I 



In klassischer Mechanik dauert die Erklärung des Zustandes eines Systems  
ein paar Sekunden/Minuten: Zustand = {x, p} 

In der Quanten-Mechanik haben wir mit der Erklärung des Zustandes eines 
Systems bereits einige Vorlesungen verbracht:  

Zustand = Vektor in einem abstrakten Vektor-Raum 

Zeitentwicklung I 



In klassischer Mechanik dauert die Erklärung des Zustandes eines Systems  
ein paar Sekunden/Minuten: Zustand = {x, p} 

In der Quanten-Mechanik haben wir mit der Erklärung des Zustandes eines 
Systems bereits einige Vorlesungen verbracht:  

Zustand = Vektor in einem abstrakten Vektor-Raum 

Neben dem Zustand, wollen wir aber wissen, welcher Zeitentwicklung dieser 
Zustand unterliegt! 

Zeitentwicklung I 



In klassischer Mechanik dauert die Erklärung des Zustandes eines Systems  
ein paar Sekunden/Minuten: Zustand = {x, p} 

In der Quanten-Mechanik haben wir mit der Erklärung des Zustandes eines 
Systems bereits einige Vorlesungen verbracht:  

Zustand = Vektor in einem abstrakten Vektor-Raum 

Neben dem Zustand, wollen wir aber wissen, welcher Zeitentwicklung dieser 
Zustand unterliegt! 

In der klassischen Mechanik waren dies z.B. die Newtonschen Gleichungen  

 
·· ⃗x(t) =

⃗F
m

Zeitentwicklung I 



In klassischer Mechanik dauert die Erklärung des Zustandes eines Systems  
ein paar Sekunden/Minuten: Zustand = {x, p} 

In der Quanten-Mechanik haben wir mit der Erklärung des Zustandes eines 
Systems bereits einige Vorlesungen verbracht:  

Zustand = Vektor in einem abstrakten Vektor-Raum 

Neben dem Zustand, wollen wir aber wissen, welcher Zeitentwicklung dieser 
Zustand unterliegt! 

In der klassischen Mechanik waren dies z.B. die Newtonschen Gleichungen  

 

Noch grundlegender 

·· ⃗x(t) =
⃗F

m

Zeitentwicklung I 



 WS 24/25: Dynamische Systeme 

System:= Menge von Objekten, z.B. Teilchen, Felder, Wellen…


Geschlossenes System:= völlig abgeschlossen von der Umwelt, keine Wechselwirkung


Zustand:= Objekte können in verschiedenen Zuständen sein, z.B. Objekt Münze kann in 
den Zuständen “Kopf” oder “Zahl” sein; Objekt Teilchen kann im Zustand x= 3.45m, v = 
12.4 m/s sein


Zustandsraum:= Menge aller möglichen Zustände eine Objektes, z.B. Münze {Kopf, Zahl}; 
Teilchen , 


Dynamisches System:= System das sich mit der Zeit ändert, besteht aus Zustandsraum 
und dem Bewegungsgesetz oder dynamischen Gesetz. Zeit kann kontinuierlich ablaufen 
(Parameter ), oder in diskreten Schritten (Parameter ) .


Deterministisches dynamisches System:= ist der Zustand zu einem bestimmten 
Zeitpunkt bekannt, dann kann daraus der Zustand für jeden beliebigen zukünftigen 
Zeitpunkt bestimmt werden.


Reversibles dynamisches System:= ist der Zustand zu einem bestimmten Zeitpunkt 
bekannt, dann kann daraus der Zustand für jeden beliebigen vergangenen Zeitpunkt 
bestimmt werden.

⃗x ∈ ℝ3 ⃗v ∈ ℝ3

t ∈ ℝ n ∈ ℕ

Klassische Mechanik ist deterministisch und reversibel



 WS 24/25: Dynamische Systeme 
Beispiel 2: System mit zwei Zuständen 

Z. B. Münze: Kopf  oder Zahl  zeigt nach oben         Freiheitsgrad: Variable, die das 

                                                                                        System beschreibt, hier   :

                                                                                        Kopf: 

                                                                                        Zahl:  


Dynamische Gesetze                                                      Mathematische Formel: System 

                                                                                        zur Zeit : 

A) Mache nichts:

      …….              

                                                                                        

     …..


B) Ändere immer den Zustand:


     …

                                                                                           

    …


K Z
σ

σ = + 1
σ = − 1

n σ(n)

KKKKKKKKKKKKKK
σ(n + 1) = σ(n)

ZZZZZZZZZZZZZZZZZ

ZKZKZKZKZKZKZKZK
σ(n + 1) = − σ(n)

KZKZKZKZKZKZKZKZ

K

Z

K

Z

K Z



 WS 24/25: Dynamische Systeme 

Beispiel 3: System mit sechs Zuständen 

Z. B.Würfel:


Dynamische Gesetze


1

4

2

35

6

Deterministisch und Reversibel



 WS 24/25: Dynamische Systeme 
Klassische Physik ist deterministisch und reversible:  

welche Gesetze sind nicht erlaubt? 

oberer Zyklus. 
Deterministisch? 

Reversibel?

oberer Zyklus. 
Deterministisch? 

Reversibel?

Gesetze sind deterministisch und reversibel 
 Information ist erhalten⇔



Determinismus und Reversibilität kann äquivalent ausgedrückt werden: 

Zeitentwicklung II 



Determinismus und Reversibilität kann äquivalent ausgedrückt werden: 

(-1). Gesetz or (-1). Haupsatz: 

Zeitentwicklung II 



Determinismus und Reversibilität kann äquivalent ausgedrückt werden: 

(-1). Gesetz or (-1). Haupsatz: 

Zeitentwicklung II 



Determinismus und Reversibilität kann äquivalent ausgedrückt werden: 

(-1). Gesetz or (-1). Haupsatz: 

Information ist erhalten und kann nie verloren werden 

Zeitentwicklung II 



Determinismus und Reversibilität kann äquivalent ausgedrückt werden: 

(-1). Gesetz or (-1). Haupsatz: 

Information ist erhalten und kann nie verloren werden 

Die Quantenversion des -1. Hauptsatzes ist 

Unitarität 

Zeitentwicklung II 



Betrachte ein System im Zustand  zum Zeitpunkt :  |Ψ⟩ t |Ψ(t)⟩

Unitarität I 



Betrachte ein System im Zustand  zum Zeitpunkt :  

Die Menge aller  beschreibt die Geschichte, Gegenwart und Zukunft 
diesen Zustandes. 

|Ψ⟩ t |Ψ(t)⟩

|Ψ(t)⟩

Unitarität I 



Betrachte ein System im Zustand  zum Zeitpunkt :  

Die Menge aller  beschreibt die Geschichte, Gegenwart und Zukunft 
diesen Zustandes. 

Grundannahme: Kennt man den Zustand zu einer bestimmt Zeit, z.B. , 
so  ergeben die quantenmechanischen Zeitentwicklungsgleichungen   daraus 

den Zustand zu einer beliebigen Zeit :  

|Ψ⟩ t |Ψ(t)⟩

|Ψ(t)⟩

|Ψ(0)⟩

t |Ψ(t)⟩

Unitarität I 



Betrachte ein System im Zustand  zum Zeitpunkt :  

Die Menge aller  beschreibt die Geschichte, Gegenwart und Zukunft 
diesen Zustandes. 

Grundannahme: Kennt man den Zustand zu einer bestimmt Zeit, z.B. , 
so  ergeben die quantenmechanischen Zeitentwicklungsgleichungen   daraus 

den Zustand zu einer beliebigen Zeit :  

Wir schreiben 

 

|Ψ⟩ t |Ψ(t)⟩

|Ψ(t)⟩

|Ψ(0)⟩

t |Ψ(t)⟩

|Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Unitarität I 



Betrachte ein System im Zustand  zum Zeitpunkt :  

Die Menge aller  beschreibt die Geschichte, Gegenwart und Zukunft 
diesen Zustandes. 

Grundannahme: Kennt man den Zustand zu einer bestimmt Zeit, z.B. , 
so  ergeben die quantenmechanischen Zeitentwicklungsgleichungen   daraus 

den Zustand zu einer beliebigen Zeit :  

Wir schreiben 

 

D.h. die Operation  macht aus dem Zustand  den Zustand  

|Ψ⟩ t |Ψ(t)⟩

|Ψ(t)⟩

|Ψ(0)⟩

t |Ψ(t)⟩

|Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Û(t) |Ψ(0)⟩ |Ψ(t)⟩

Unitarität I 



Betrachte ein System im Zustand  zum Zeitpunkt :  

Die Menge aller  beschreibt die Geschichte, Gegenwart und Zukunft 
diesen Zustandes. 

Grundannahme: Kennt man den Zustand zu einer bestimmt Zeit, z.B. , 
so  ergeben die quantenmechanischen Zeitentwicklungsgleichungen   daraus 

den Zustand zu einer beliebigen Zeit :  

Wir schreiben 

 

D.h. die Operation  macht aus dem Zustand  den Zustand  
 heisst Zeitentwicklungsoperator 

|Ψ⟩ t |Ψ(t)⟩

|Ψ(t)⟩

|Ψ(0)⟩

t |Ψ(t)⟩

|Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Û(t) |Ψ(0)⟩ |Ψ(t)⟩
Û(t)

Unitarität I 



Betrachte ein System im Zustand  zum Zeitpunkt :  

Die Menge aller  beschreibt die Geschichte, Gegenwart und Zukunft 
diesen Zustandes. 

Grundannahme: Kennt man den Zustand zu einer bestimmt Zeit, z.B. , 
so  ergeben die quantenmechanischen Zeitentwicklungsgleichungen   daraus 

den Zustand zu einer beliebigen Zeit :  

Wir schreiben 

 

D.h. die Operation  macht aus dem Zustand  den Zustand  
 heisst Zeitentwicklungsoperator 

Wir gehen davon aus: 
Die Zeitentwicklung  ist determinstisch! 

|Ψ⟩ t |Ψ(t)⟩

|Ψ(t)⟩

|Ψ(0)⟩

t |Ψ(t)⟩

|Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Û(t) |Ψ(0)⟩ |Ψ(t)⟩
Û(t)

Û(t)

Unitarität I 



Betrachte ein System im Zustand  zum Zeitpunkt :  

Die Menge aller  beschreibt die Geschichte, Gegenwart und Zukunft 
diesen Zustandes. 

Grundannahme: Kennt man den Zustand zu einer bestimmt Zeit, z.B. , 
so  ergeben die quantenmechanischen Zeitentwicklungsgleichungen   daraus 

den Zustand zu einer beliebigen Zeit :  

Wir schreiben 

 

D.h. die Operation  macht aus dem Zustand  den Zustand  
 heisst Zeitentwicklungsoperator 

Wir gehen davon aus: 
Die Zeitentwicklung  ist determinstisch! 

Unbestimmtheit der Quantenmechanik liegt im Zustand!

|Ψ⟩ t |Ψ(t)⟩

|Ψ(t)⟩

|Ψ(0)⟩

t |Ψ(t)⟩

|Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Û(t) |Ψ(0)⟩ |Ψ(t)⟩
Û(t)

Û(t)

Unitarität I 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 
Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Unitarität II 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. Deterministisch; d.h.  ist eindeutig aus  bestimmt 

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

|Ψ(t)⟩ |Ψ(0)⟩

Unitarität II 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. Deterministisch; d.h.  ist eindeutig aus  bestimmt 
2.  ist eine lineare Abbildung - die Eigenschaften von Vektoren beruhen oft 

auf Linearität 

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

|Ψ(t)⟩ |Ψ(0)⟩
Û(t)

Unitarität II 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. Deterministisch; d.h.  ist eindeutig aus  bestimmt 
2.  ist eine lineare Abbildung - die Eigenschaften von Vektoren beruhen oft 

auf Linearität 
3. Reversibilität: Unterschiede müssen erhalten bleiben. 

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

|Ψ(t)⟩ |Ψ(0)⟩
Û(t)

Unitarität II 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. Deterministisch; d.h.  ist eindeutig aus  bestimmt 
2.  ist eine lineare Abbildung - die Eigenschaften von Vektoren beruhen oft 

auf Linearität 
3. Reversibilität: Unterschiede müssen erhalten bleiben. 

Wenn  und   unterscheidbar sind, dann gilt:  

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

|Ψ(t)⟩ |Ψ(0)⟩
Û(t)

|Ψ(0)⟩ |Φ(0)⟩ ⟨Φ(0) |Ψ(0)⟩ = 0

Unitarität II 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. Deterministisch; d.h.  ist eindeutig aus  bestimmt 
2.  ist eine lineare Abbildung - die Eigenschaften von Vektoren beruhen oft 

auf Linearität 
3. Reversibilität: Unterschiede müssen erhalten bleiben. 

Wenn  und   unterscheidbar sind, dann gilt:  

Diese Unterscheidbarkeit soll erhalten bleiben, d.h. es soll gelten
 

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

|Ψ(t)⟩ |Ψ(0)⟩
Û(t)

|Ψ(0)⟩ |Φ(0)⟩ ⟨Φ(0) |Ψ(0)⟩ = 0

⟨Φ(t) |Ψ(t)⟩ = 0

Unitarität II 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. Deterministisch; d.h.  ist eindeutig aus  bestimmt 
2.  ist eine lineare Abbildung - die Eigenschaften von Vektoren beruhen oft 

auf Linearität 
3. Reversibilität: Unterschiede müssen erhalten bleiben. 

Wenn  und   unterscheidbar sind, dann gilt:  

Diese Unterscheidbarkeit soll erhalten bleiben, d.h. es soll gelten
 

Beachte:  ist gleichbedeutend mit  

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

|Ψ(t)⟩ |Ψ(0)⟩
Û(t)

|Ψ(0)⟩ |Φ(0)⟩ ⟨Φ(0) |Ψ(0)⟩ = 0

⟨Φ(t) |Ψ(t)⟩ = 0

|Φ(t)⟩ = Û(t) |Φ(0)⟩ ⟨Φ(t) | = ⟨Φ(0) | Û†(t)

Unitarität II 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. Deterministisch; d.h.  ist eindeutig aus  bestimmt 
2.  ist eine lineare Abbildung - die Eigenschaften von Vektoren beruhen oft 

auf Linearität 
3. Reversibilität: Unterschiede müssen erhalten bleiben. 

Wenn  und   unterscheidbar sind, dann gilt:  

Diese Unterscheidbarkeit soll erhalten bleiben, d.h. es soll gelten
 

Beachte:  ist gleichbedeutend mit  

Somit soll gelten 
 

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

|Ψ(t)⟩ |Ψ(0)⟩
Û(t)

|Ψ(0)⟩ |Φ(0)⟩ ⟨Φ(0) |Ψ(0)⟩ = 0

⟨Φ(t) |Ψ(t)⟩ = 0

|Φ(t)⟩ = Û(t) |Φ(0)⟩ ⟨Φ(t) | = ⟨Φ(0) | Û†(t)

⟨Φ(t) |Ψ(t)⟩

Unitarität II 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. Deterministisch; d.h.  ist eindeutig aus  bestimmt 
2.  ist eine lineare Abbildung - die Eigenschaften von Vektoren beruhen oft 

auf Linearität 
3. Reversibilität: Unterschiede müssen erhalten bleiben. 

Wenn  und   unterscheidbar sind, dann gilt:  

Diese Unterscheidbarkeit soll erhalten bleiben, d.h. es soll gelten
 

Beachte:  ist gleichbedeutend mit  

Somit soll gelten 
 

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

|Ψ(t)⟩ |Ψ(0)⟩
Û(t)

|Ψ(0)⟩ |Φ(0)⟩ ⟨Φ(0) |Ψ(0)⟩ = 0

⟨Φ(t) |Ψ(t)⟩ = 0

|Φ(t)⟩ = Û(t) |Φ(0)⟩ ⟨Φ(t) | = ⟨Φ(0) | Û†(t)

⟨Φ(t) |Ψ(t)⟩ = ⟨Φ(0) | Û†(t)Û(t) |Ψ(0)⟩

Unitarität II 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. Deterministisch; d.h.  ist eindeutig aus  bestimmt 
2.  ist eine lineare Abbildung - die Eigenschaften von Vektoren beruhen oft 

auf Linearität 
3. Reversibilität: Unterschiede müssen erhalten bleiben. 

Wenn  und   unterscheidbar sind, dann gilt:  

Diese Unterscheidbarkeit soll erhalten bleiben, d.h. es soll gelten
 

Beachte:  ist gleichbedeutend mit  

Somit soll gelten 
 

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

|Ψ(t)⟩ |Ψ(0)⟩
Û(t)

|Ψ(0)⟩ |Φ(0)⟩ ⟨Φ(0) |Ψ(0)⟩ = 0

⟨Φ(t) |Ψ(t)⟩ = 0

|Φ(t)⟩ = Û(t) |Φ(0)⟩ ⟨Φ(t) | = ⟨Φ(0) | Û†(t)

⟨Φ(t) |Ψ(t)⟩ = ⟨Φ(0) | Û†(t)Û(t) |Ψ(0)⟩ = ⟨Φ(0) |Ψ(0)⟩

Unitarität II 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. Deterministisch; d.h.  ist eindeutig aus  bestimmt 
2.  ist eine lineare Abbildung - die Eigenschaften von Vektoren beruhen oft 

auf Linearität 
3. Reversibilität: Unterschiede müssen erhalten bleiben. 

Wenn  und   unterscheidbar sind, dann gilt:  

Diese Unterscheidbarkeit soll erhalten bleiben, d.h. es soll gelten
 

Beachte:  ist gleichbedeutend mit  

Somit soll gelten 
 

Die ist erfüllt, wenn .

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

|Ψ(t)⟩ |Ψ(0)⟩
Û(t)

|Ψ(0)⟩ |Φ(0)⟩ ⟨Φ(0) |Ψ(0)⟩ = 0

⟨Φ(t) |Ψ(t)⟩ = 0

|Φ(t)⟩ = Û(t) |Φ(0)⟩ ⟨Φ(t) | = ⟨Φ(0) | Û†(t)

⟨Φ(t) |Ψ(t)⟩ = ⟨Φ(0) | Û†(t)Û(t) |Ψ(0)⟩ = ⟨Φ(0) |Ψ(0)⟩

Û†(t)Û(t) = 1

Unitarität II 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. Deterministisch; d.h.  ist eindeutig aus  bestimmt 
2.  ist eine lineare Abbildung - die Eigenschaften von Vektoren beruhen oft 

auf Linearität 
3. Reversibilität: Unterschiede müssen erhalten bleiben. 

Wenn  und   unterscheidbar sind, dann gilt:  

Diese Unterscheidbarkeit soll erhalten bleiben, d.h. es soll gelten
 

Beachte:  ist gleichbedeutend mit  

Somit soll gelten 
 

Die ist erfüllt, wenn . Eine solche Matrix heisst unitär

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

|Ψ(t)⟩ |Ψ(0)⟩
Û(t)

|Ψ(0)⟩ |Φ(0)⟩ ⟨Φ(0) |Ψ(0)⟩ = 0

⟨Φ(t) |Ψ(t)⟩ = 0

|Φ(t)⟩ = Û(t) |Φ(0)⟩ ⟨Φ(t) | = ⟨Φ(0) | Û†(t)

⟨Φ(t) |Ψ(t)⟩ = ⟨Φ(0) | Û†(t)Û(t) |Ψ(0)⟩ = ⟨Φ(0) |Ψ(0)⟩

Û†(t)Û(t) = 1

Unitarität II 



Prinzip 2: Mögliche Messergebnisse sind Eigenwerte  des Operators . Ist 
das System im Zustand , dann wird immer der Messwert  gefunden.

λi Ô
|λi⟩ λi

Grundprinzipien der Quantenmechanik

Prinzip 3: Eindeutig unterscheidbare Zustände werden in der Quantenmechanik 
durch orthogonale Zustände  dargestellt ( ).|Ai⟩ ⟨Aj |Ai⟩ = δij

Prinzip 4: Ist das System im Zustand  und man misst die Observablen , so 
ist die Wahrscheinlichkeit den Messwert  zu finden gleich .

|A⟩ Ô
λi P(λi) = |⟨A |λi⟩ |2

Prinzip 1: Observablen (= messbare Größen) werden in der Quantenmechanik 
durch lineare, hermitesche Operatoren  dargestellt.Ô

Prinzip 5: Die Zeitentwicklung von Zuständen ist unitär.



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen?  
Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Unitarität III 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. ,  
2. Für sehr kleine Zeiten , soll gelten  

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Û(t = 0) = 1
ϵ Û(ϵ) = 1 − iϵĤ

Unitarität III 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. ,  
2. Für sehr kleine Zeiten , soll gelten  
3. Aus  

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Û(t = 0) = 1
ϵ Û(ϵ) = 1 − iϵĤ

Û†(t)Û(t) = 1

Unitarität III 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. ,  
2. Für sehr kleine Zeiten , soll gelten  
3. Aus  folgt dann , 

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Û(t = 0) = 1
ϵ Û(ϵ) = 1 − iϵĤ

Û†(t)Û(t) = 1 (1 + iϵĤ†) (1 − iϵĤ) = 1

Unitarität III 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. ,  
2. Für sehr kleine Zeiten , soll gelten  
3. Aus  folgt dann , was zur Ordnung 

 genau dann gilt wenn  , 

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Û(t = 0) = 1
ϵ Û(ϵ) = 1 − iϵĤ

Û†(t)Û(t) = 1 (1 + iϵĤ†) (1 − iϵĤ) = 1

ϵ Ĥ† = Ĥ

Unitarität III 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. ,  
2. Für sehr kleine Zeiten , soll gelten  
3. Aus  folgt dann , was zur Ordnung 

 genau dann gilt wenn  ,  ist hermitesch und beschreibt somit eine 
Observable 

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Û(t = 0) = 1
ϵ Û(ϵ) = 1 − iϵĤ

Û†(t)Û(t) = 1 (1 + iϵĤ†) (1 − iϵĤ) = 1

ϵ Ĥ† = Ĥ Ĥ

Unitarität III 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. ,  
2. Für sehr kleine Zeiten , soll gelten  
3. Aus  folgt dann , was zur Ordnung 

 genau dann gilt wenn  ,  ist hermitesch und beschreibt somit eine 
Observable 

4.  heisst Hamilton Operator 

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Û(t = 0) = 1
ϵ Û(ϵ) = 1 − iϵĤ

Û†(t)Û(t) = 1 (1 + iϵĤ†) (1 − iϵĤ) = 1

ϵ Ĥ† = Ĥ Ĥ

Ĥ

Unitarität III 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. ,  
2. Für sehr kleine Zeiten , soll gelten  
3. Aus  folgt dann , was zur Ordnung 

 genau dann gilt wenn  ,  ist hermitesch und beschreibt somit eine 
Observable 

4.  heisst Hamilton Operator 

Damit gilt nun:  

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Û(t = 0) = 1
ϵ Û(ϵ) = 1 − iϵĤ

Û†(t)Û(t) = 1 (1 + iϵĤ†) (1 − iϵĤ) = 1

ϵ Ĥ† = Ĥ Ĥ

Ĥ

|Ψ(ϵ)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩ = (1 − iϵĤ) |Ψ(0)⟩

Unitarität III 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. ,  
2. Für sehr kleine Zeiten , soll gelten  
3. Aus  folgt dann , was zur Ordnung 

 genau dann gilt wenn  ,  ist hermitesch und beschreibt somit eine 
Observable 

4.  heisst Hamilton Operator 

Damit gilt nun:  

Welches umgeschrieben werden kann in 

 

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Û(t = 0) = 1
ϵ Û(ϵ) = 1 − iϵĤ

Û†(t)Û(t) = 1 (1 + iϵĤ†) (1 − iϵĤ) = 1

ϵ Ĥ† = Ĥ Ĥ

Ĥ

|Ψ(ϵ)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩ = (1 − iϵĤ) |Ψ(0)⟩

|Ψ(ϵ)⟩ − |Ψ(0)⟩
ϵ

= − iĤ |Ψ(0)⟩

Unitarität III 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. ,  
2. Für sehr kleine Zeiten , soll gelten  
3. Aus  folgt dann , was zur Ordnung 

 genau dann gilt wenn  ,  ist hermitesch und beschreibt somit eine 
Observable 

4.  heisst Hamilton Operator 

Damit gilt nun:  

Welches umgeschrieben werden kann in 

 

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Û(t = 0) = 1
ϵ Û(ϵ) = 1 − iϵĤ

Û†(t)Û(t) = 1 (1 + iϵĤ†) (1 − iϵĤ) = 1

ϵ Ĥ† = Ĥ Ĥ

Ĥ

|Ψ(ϵ)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩ = (1 − iϵĤ) |Ψ(0)⟩

|Ψ(ϵ)⟩ − |Ψ(0)⟩
ϵ

= − iĤ |Ψ(0)⟩ ⇔
∂ |Ψ⟩

∂t
= − iĤ |Ψ⟩

Unitarität III 



Welche Eigenschaften soll 
,  

besitzen? 

1. ,  
2. Für sehr kleine Zeiten , soll gelten  
3. Aus  folgt dann , was zur Ordnung 

 genau dann gilt wenn  ,  ist hermitesch und beschreibt somit eine 
Observable 

4.  heisst Hamilton Operator 

Damit gilt nun:  

Welches umgeschrieben werden kann in 

 

Dies ist die Schrödinger-Gleichung

Û(t) : V → V |Ψ(0)⟩ ↦ |Ψ(t)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩

Û(t = 0) = 1
ϵ Û(ϵ) = 1 − iϵĤ

Û†(t)Û(t) = 1 (1 + iϵĤ†) (1 − iϵĤ) = 1

ϵ Ĥ† = Ĥ Ĥ

Ĥ

|Ψ(ϵ)⟩ = Û(t) |Ψ(0)⟩ = (1 − iϵĤ) |Ψ(0)⟩

|Ψ(ϵ)⟩ − |Ψ(0)⟩
ϵ

= − iĤ |Ψ(0)⟩ ⇔
∂ |Ψ⟩

∂t
= − iĤ |Ψ⟩

Unitarität III 


